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VORWORT 


‚Das vorliegende Buch ist in erster Linie für den Gebrauch der an den 
Hochschulen Studierenden gedacht. Es wird in ihm versucht, eine nach 
Möglichkeit einfache und übersichtliche Darstellung des Hauptinhalts der 
speziellen Relativitätstheorie zu geben mit dem konkreten Ziel, den Leser 
zur selbständigen Anwendung der Theorie bei seiner künftigen Tätigkeit 
zu befähigen. Diesem Ziel entsprechend werden im Text neben der Ent- 
wicklung der Grundprinzipien auch diejenigen Anwendungen der Theorie 
behandelt, welche sich zur Charakterisierung der Bedeutung und Tragweite 
dieser Prinzipien besonders eignen und damit auch zu einem tieferen Ver- 
ständnis der Theorie beitragen. 


- 


Das erste Kapitel enthält die Formulierung des der speziellen Relativitäts- 
theorie zugrunde liegenden Relativitätsprinzips und eine Diskussion seiner 
allgemeinen Folgerungen. Im zweiten Kapitel wird dann. die relativistische 
Mechanik des Massenpunktes entwickelt. In. diesen beiden Kapiteln wird 
von der 4-dimensionalen Geometrie lediglich der Begriff des (4-dimensionalen) 
Vektors benutzt. Sie dürften daher nicht nur für den der Theorie besonders 
zugeneigten, sondern auch für den allgemein interessierten Leser ohne 
Schwierigkeit verständlich sein, vorausgesetzt, daß er eine gute Kenntnis 
der Newronschen Mechanik besitzt. Die beiden ersten Kapitel enthalten 


auch die meisten den Experimentalphysiker interessierenden Anwendungen 
der Theorie. 


In den drei folgenden Kapiteln ist die Verwendung der wichtigsten Be- 
griffe der Tensorrechnung unvermeidlich. Diese werden zu Beginn des dritten 
Kapitels auseinandergesetzt, jedoch nicht in ihrer allgemeinsten, sondern 
in der einfacheren Form, welche bei einer Beschränkung auf die pseudo- 
kartesischen Koordinatensysteme des Mmnkowskischen Raumes möglich ist. 
Das dritte Kapitel ist der Maxwerıschen Theorie des elektromagnetischen 
Feldes im leeren Raum in ihrer 4-dimensionalen, der speziellen Relativitäts- 
theorie angemessenen Form gewidmet. Das vierte Kapitel behandelt die 
Mechanik des Kontinuums. Diese steht zwar nicht in unmittelbarem Zu- 
sammenhang mit irgendwelchen praktisch interessierenden Anwendungen, 
ist aber für den Übergang zur allgemeinen Relativitätstheorie unentbehrlich. 
Darüber hinaus enthält die Mechanik des Kontinuums die für die Formu- 
lierung der Erhaltungssätze nötigen Begriffe. Eine allgemeine Diskussion 
der Erhaltungssätze bildet den Gegenstand des letzten Kapitels. 


Eine Bemerkung ist vielleicht an dieser Stelle erforderlich: Der Übergang 
von der NewToxschen zur relativistischen Mechanik im zweiten und vierten 


6 Vorwort 


Kapitel folgt nicht der historischen Entwicklung, sondern wird rein syn- 
thetisch durchgeführt. Dabei dient als Grundlage die Forderung, daß für 
die jeweils betrachteten physikalischen Größen — für Impuls und Energie 
in der Mechanik des Massenpunktes, für den Tensor T,, in der Mechanik 
des Kontinuums — nicht die GAaLILEIsche, sondern die Lorentzsche Trans- 
formation gilt. Dieses Vorgehen ist wohl dadurch gerechtfertigt, daß das 
Buch lediglich das praktische Ziel verfolgt, dem Leser die für eine spätere 
Anwendung der Theorie erforderlichen Kenntnisse zu vermitteln. Dafür 
genügt es aber, die Theorie in möglichst einfacher Weise unter Verwendung 
einheitlicher Forderungen bei der Entwicklung ihrer Teile zu formulieren. 
Der auch an der historischen Entwicklung der Theorie interessierte Leser 
wird entsprechende Unterlagen in anderen, ausführlicheren oder. älteren 
Werken finden können. | 


Herr Dr. W. UricH hat das ganze Manuskript gelesen und mehrere sach- 
liche und sprachliche Verbesserungen vorgeschlagen. Für seine Hilfe spreche 
ich ihm meinen herzlichen Dank aus. Auch die Herren W.Kıosz, H.J. 
MEISTER und H. Stozz haben Teile des Manuskriptes gelesen, wofür ich ihnen 
bestens danken möchte. 


Berlin, März 1955 
A. PAPAPETROU 
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Kapitel I 
DAS RELATIVITÄTSPRINZIP 


$ I. Die Hypothesen der Newronschen Mechanik 


Es ist heute üblich, die Gesamtheit der Folgerungen und Lehrsätze, die 
sich aus der Diskussion des NzwTonschen Bewegungsgesetzes 


d2x 

Kemgp 
day 

F, Zu di? 3 (1, 1) 
d?z 

MN a 


ableiten lassen, als die Nzwronsche Mechanik zu bezeichnen. Im Gegensatz 
‚ dazu stellt die relativistische Mechanik die im Sinne der speziellen Relativitäts- 
theorie verallgemeinerte Mechanik dar. 


Das Newronsche Bewegungsgesetz basiert auf einer Anzahl wichtiger Hypo- 
thesen. Leider sind diese Hypothesen bei der Darstellung der Newronschen 
Mechanik oft überhaupt nicht erwähnt, da man sie als sozusagen selbst- 
verständlich ansieht. Die spezielle Relativitätstheorie fordert aber, daß man 
einige dieser Hypothesen wesentlich abändert. Deshalb wollen wir hier da- 
mit beginnen, diese Hypothesen zusammenzufassen und kurz zu erläutern. 


Die erste Hypothese betrifft die Struktur des Raumes. Der Raum wird 
als euklidisch angenommen, und die Koordinaten x, y, z des bewegten Teil- 
chens, welche im Bewegungsgesetz (1, 1) seine Lage zur Zeit i beschreiben, 
beziehen sich auf ein kartesisches Koordinatensystem. Es gibt eine Fülle 
von kartesischen Koordinatensystemen, die sich gegeneinander beliebig be- 
wegen. So können wir zur Beschreibung einer bestimmten Bewegung z.B. 
ein mit der Erdoberfläche iestverbundenes oder aber auch ein mit einem 
auf der Erdoberfläche beliebig bewegten Wagen festverbundenes ‚kartesisches 
Koordinatensystem verwenden. Das Bewegungsgesetz (I, 1) gilt nur in einigen 
von diesen Koordinatensystemen, die wir I nerhalsysteme nennen. In den 
anderen kartesischen Koordinatensystemen gilt eine der Gleichung (1,1) | 
ähnliche Beziehung, die sich von (1,1) dadurch unterscheidet, daß zu der 
wirklichen Kraft % noch eine scheinbare Kraft hinzutritt, die man allgemein 
als Trägheits- oder Inertialkraft bezeichnet. 
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Die zweite Grundhypothese bezieht sich auf die Zeit und besagt, daß man 
eine universelle Zeitskala definieren kann, welche völlig unabhängig von 
irgendeinem speziellen Koordinatensystem ist und von allen relativ zu- 
einander beliebig bewegten Beobachtern verwendet werden kann. Diese 
Hypothese wollen wir kurz als die Hypothese der absoluten Zeit bezeichnen. 


Eine weitere Hypothese betrifft die Masse des Körpers. Es wird an- 
genommen, daß bei Koordinatentransformationen die Masse unverändert 
bleibt!), d.h., daß sie eine skalare Größe ist. Es folgt dann aus dem Be- 
wegungsgesetz (7,1), daß beim Übergang zu einem neuen Inertialsystem 
die Kraft wie die Beschleunigung, d.h. als ein Vektor, transformiert wird. 
Insbesondere bleiben die Komponenten F,, F,,F, unverändert, wenn die 
Achsen des zweiten Inertialsystems denjenigen des ersten parallel sind. 


Genau genommen kommt zu diesen Hypothesen noch eine weitere hinzu, 
welche in gewisser Hinsicht eine Ergänzung der Hypothese der absoluten 
Zeit bildet. Es ist dies die Hypothese, daß es ein absolut ruhendes Inertial- 
system gibt, in dem Sinne, daß ein relativ zu diesem Koordinatensystem 
ruhendes Teilchen sich in „absoluter Ruhe‘ befindet. Wir wollen diese Hypo- 
these kurz als Hypothese des absoluten Koordinatensystems bezeichnen. 


Es ist aber leicht einzusehen, daß dieses absolute Koordinatensystem, 
auch wenn es wirklich existiert, nicht mit Hilfe rein mechanischer Versuche 
auf Grund des Newronschen Be- 
wegungsgesetzes bestimmt werden 
kann. Zum Beweis betrachten wir 
zwei Koordinatensysteme, die sich 
gegeneinander gleichförmig - trans- 
latorisch bewegen; z.B. ein mit der 
Erdoberfläche und ein mit einem 
gleichförmig bewegten Wagen ver- 
bundenes Koordinatensystem. Es 
bedeutet keine wesentliche Ein- 
schränkung, wenn -wir die Achsen 
Fig. 1 beider Systeme einander parallel und 
die x-Richtung parallel der Trans- 
lationsgeschwindigkeit wählen. Bezeichnen wir mit x,y,2 und x’, y’, 2’ die 
Koordinaten eines Punktes in je einem dieser Koordinatensysteme, so be- 
stehen die Beziehungen (Fig. ]) 


x=x—ıl, y=y\, 2=?', (I, 2) 


wobei v den Betrag der Translationsgeschwindigkeit bedeutet. Formal könnte 
man alle Größen, welche der sich mit dem zweiten Koordinatensystem be- 
wegte Beobachter verwendet, durch einen Strich kennzeichnen. Dann er- 
hielte man noch die Beziehung 


!=t, (1, 3) 


1) 'Natürlich nur, solange der Körper als Ganzes erhalten bleibt, d.h. kein Teil von 
ihm abgespalten oder etwas Fremdes hinzugefügt wird. 


$ 1. Die Hypothesen der Newronschen Mechanik it 


welche die Hypothese der absoluten Zeit zum Ausdruck bringt. Die Glei- 
chungen (I, 2) und (7, 3) stellen die GaLiLkı-Transformation dar, welche also 
den Übergang von einem kartesischen Koordinatensystem zu einem zweiten, 
relativ zum ersten gleichförmig-translatorisch bewegten ermöglicht, wenn 
man die Hypothesen der Nzewronschen Mechanik zugrunde legt. 


Aus (1,2) und (I, 3) folgt 


dx' dx dy’ dy dz’ dz : 
Ban neu. 
und | 
2, 2 2y' 2 u 2 
de der ay _ay de dr (1,5) 


dt? de’ di? de’ die de‘ 


Da ferner die Masse eine vom Koordinatensystem unabhängige Konstante 
ist und andererseits die Kraftkomponenten beim Übergang von (x, y,2) 
zu (x, y’,z’) unverändert bleiben, so folgt, falls in (x, y,2z) das Bewegungs- 
gesetz (1,1) gilt, daß dann auch in (x’, y’, 2’) dasselbe Bewegungsgesetz 
gelten muß. Wenn also (x, y,z) ein Inertialsystem ist, so sind alle (x’, y’, 2’), 
die sich gegen (%, y,2) gleichförmig-translatorisch bewegen, auch Inertial- 
systeme. Dies ist das Relativitätstheorem der Newronschen Mechanik. Da- 
nach sind alle Inertialsysteme für die Beschreibung von rein mechanischen 
Erscheinungen einander völlig gleichwertig. Es ist also nicht möglich, durch 
rein mechanische Versuche ein besonderes Inertialsystem auszuzeichnen. 


Trotzdem bedeutet das Relativitätstheorem der Newronschen Mechanik 
nicht die Widerlegung der Hypothese des absoluten Koordinatensystems. 
Der Grund dafür liegt darin, daß die Argumente, die zur Einführung dieser 
Hypothese führten, anderen Betrachtungen entstammen, die nichts mit rein 
mechanischen Vorgängen zu tun haben. Es handelt sich dabei um die Er- 
scheinungen, welche mit der Fortpflanzung von Lichtwellen und, noch all- 
gemeiner, von elektromagnetischen Wellen zusammenhängen. 


Betrachten wir. zunächst eine Wellenbewegung in einem materiellen Me- 
dium, z.B. eine elastische Welle. Wenn wir dasjenige Koordinatensystem 
zugrunde legen, in welchem das elastische Medium ruht, dann wird die Ge- 
schwindigkeit der Wellenfortpflanzung unabhängig von der Richtung, in der 
sich die Welle fortpflanzt!). In diesem Koordinatensystem ist also die Wellen- 
fortpflanzung isotrop. Bei einer ebenen Welle ist die Verschiebung der ein- 
zelnen Teilchen des elastischen Mediums aus ihren Gleichgewichtslagen durch 
Gleichungen folgender Form bestimmt: 5 


ax + ßBy+ yz— L 


&= £, sin (2= 7 


(1, 6) 


ı) Wenn wir Kristalle mit anisotropen elastischen Eigenschaften ausschließen. 
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&, ist die Wellenamplitude, V die Fortpflanzungsgeschwindigkeit, A die Wellen- 
länge und (a,ß,y) sind die Richtungskosinusse der Wellennormalen, 


a+ß+y?=1. 


Mathematisch läßt sich die Isotropie der Fortpflanzung folgendermaßen be- 
schreiben: wir betrachten die Punkte (x, y,2) des Raumes, für welche der 
in der Klammer von (/, 6) stehende Ausdruck — die Phase der betreffenden 
Welle — einen gegebenen Wert hat. Nach dem Zeitintervall di werden diesen 
Wert der Phase andere Punkte (x+dx, y+dy, z+dz) annehmen, wobei 
(dx, dy, dz) die Beziehung 


adx+ßdy+yds- Vdi=0 (1,7) 
erfüllen. Die Größe 


ads+ Bdy+ ydz=dl 


ist die Projektion des Vektors (dx, dy, dz) auf die Wellennormale, welche 
die Komponenten (a@,ß,y) hat. Statt (7,7) kann man also schreiben 


a=Viät. 


"Daraus folgt, daß sich die Welle in die Richtung (&, ß, y) mit der Geschwindig- 
keit 


ae; (1, 8) 


fortpflanzt, d.h. mit einer Geschwindigkeit, welche für alle Richtungen 
gleich ist. | 

Wir betrachten nun dieselbe Wellenbewegung im Koordinatensystem 

(x, y', 2’), welches mit (x,y,2) durch die Gaizeı-Transformation (1, 2) 

und (/, 3) verbunden ist. Führen wir (1,2) und (1,3) in (I, 6) ein, so ergibt, 

sich 

ax’+By'+yz’— (zen) 

j\ in 

Eine einfache Wiederholung der Rechnung, die zu (1, 8) geführt hat, ergibt 


jetzt für die sich in der Richtung («, ß,y) fortpflanzende Welle die Ge- 
schwindigkeit | 


E=£,sin (27 (1,9) 


Van. (Z, 10) 
Im Koordinatensystem (x’, y’, 2’) hängt also die Geschwindigkeit von der 
Richtung der Wellennormalen ab, d.h., die Fortpflanzung ist anisotrop. Da- 
nach gibt es für diese elastische Welle ein bestimmtes Koordinatensystem, 
welches sich dadurch auszeichnet, daß in ihm, und nur in ihm, die Wellen- 
fortpflanzung isotrop ist. Den physikalischen Grund für diese Auszeichnung 
haben wir schon erwähnt: Es handelt sich um dasjenige Koordinatensysten, 
in welchem das elastische Medium ruht. 
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Es ist uns aber auch eine Wellenbewegung bekannt, welche keinen ma- 
teriellen Träger hat: Die Fortpflanzung von Lichtweilen im Vakuum. Da 
man sich jedoch eine Wellenbewegung ohne einen entsprechenden Träger 
nur schwer vorstellen konnte, hat man für die Lichtfortpflanzung im Vakuum, 
unmittelbar nach der Entdeckung der Interferenzeigenschaften des Lichtes, 
einen hypothetischen Träger — den Äther — eingeführt. Die Annahme der 
Existenz des Äthers führt nun unmittelbar zur Hypothese des absoluten 
Koordinatensystems. Da wir nämlich an der Hypothese der absoluten. Zeit, 
und deshalb an der GauızEi-Transformation festhalten, können wir den 
Übergang von (1, 6) zu (I, 9) auch für eine Lichtwelle vornehmen. Daraus 
folgt dann, daß auch die Lichtfortpflanzung nur in einem einzigen Koordi- 
natensystem isotrop sein kann. Dieses Koordinatensystem ist dadurch aus- 
gezeichnet, daß in ihm ‚‚der Äther ruht“, und wird mit dem absoluten Koordi- 
natensystem identifiziert. Danach sollte man das absolute Koordinaten- 
system mit optischen Mitteln suchen und bestimmen können. 


Später, als man die elektromagnetische Natur der Lichtwellen erkannte, 
wurde die allgemeine Behauptung ausgesprochen, daß das absolute Koordi- 
natensystem auch für die elektromagnetischen Vorgänge von Bedeutung sei 
und daher auch mit Hilfe von elektromagnetischen Versuchen bestimmbar 
sein müßte. 


Für die hier folgende Diskussion ist es besonders wichtig und soll daher 
nochmals betont werden, daß nach dem eben beschriebenen Gedankengang 
die Hypothese des absoluten Koordinatensystems im wesentlichen eine Folge 
der Hypothese der absoluten Zeit bildet. 


$ 2, Der Versuch von Micazıson 


Eine große Anzahl von verschiedenen Versuchen wurde unternommen, 
um eine Anisotropie bei der Lichtfortpflanzung bzw. ein Anzeichen für das 
Vorhandensein des absoluten Koordinatensystems a elektromagnetischen 
Erscheinungen nachzuweisen. Alle diese Ver- | 
suche blieben jedoch ohne Erfolg. Eine ent- 
scheidende Rolle spielte dabei der Versuch von 
MIcHELSoN, da er eine im Vergleich zu dem 
nach der Hypothese des absoluten Koordi- 
natensystems erwarteten Effekt so große Meß- 
genauigkeit gestattet, daß das Fehlen des 
Effektes mit voller Sicherheit nachgewiesen 
werden konnte. | 


Wir wollen hier in Kürze die Anordnung 
dieses Versuches und die Berechnung des 
dabei zu erwartenden Effektes angeben. Mono- Fig. 2 
chromatisches Licht aus der Quelle O (Fig. 2) 
fällt auf die halbdurchlässige Platte P und wird dort in ein reilektiertes 
und ein durchgelassenes Bündel geteilt. Die beiden Bündel werden an den 
Spiegeln S, und S, reflektiert. Nach nochmaliger Reflexion bzw. Durch- 
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gang durch die Platte P erzeugen sie Interferenzstreifen, die in der Um- 
gebung der Stelle A zu beobachten sind. 


Wenn das Interferometer im absoluten Koordinatensystem ruht, ist der 
Wegunterschied der zwei in Fig. 2 gezeichneten Strahlen 


4s=2(h 1). (2,1) 


Wenn aber das ganze Interferometer sich z.B. in Richtung von !, mit der 
Geschwindigkeit v bewegt, wird der Wegunterschied einen von (2,1) ver- 
schiedenen Wert haben. Um ihn zu berechnen, bemerken wir zunächst, 
daß während der Bewegung des ersten Lichtstrahls von P bis S, der Apparat 
sich um eine Länge x verschoben hat, für die die Beziehung 

at#_a (2,2) 
c v 
gilt (c= Lichtgeschwindigkeit im Vakuum). Während des Rückweges dieses 
Strahls verschiebt sich der Apparat um eine weitere Strecke x’, gegeben 
durch 


‘ 


h- x 


x 
=. ’ 3 
2 u (2, 3) 


Der gesamte Weg dieses Lichtstrahls ist also nicht mehr 2/,, sondern 
2l,+x%—x’. Löst man (2, 2) nach x und (2, 3) nach x’ auf, so ergibt sich 


2.+ s—ı = en, 
je! 
u 
Auch der zweite, längs des Armes , des Interferometers sich bewegende 
Lichtstrahl wird jetzt einen anderen Weg durchlaufen. Er muß jetzt den 
Spiegel S, nicht mehr senkrecht, sondern um einen kleinen Winkel « nach 


vorn geneigt treffen, damit er nach der Reflexion wieder denselben Punkt 
der Platte P erreicht. Für die Verschiebung y=/,tg« erhält man jetzt 


die Beziehung 
YE+y? _», 


— 
mEREEeEEE nn me, 


c U 


\ (2, 4) 


Daraus folgt 
Y 2 Su 2 
5 Ar y 2: ı_(?\° . 
6) 
Der Gesanitweg dieses Lichtstrahls ist 


een = ha, (2, 5) 


- 


$ 3. Das Relativitätsprinzip 15 


Der Wegunterschied wird also jetzt nicht mehr den Wert (2,1) haben, 
sondern die Differenz von (2,4) und (2, 5) sein: 


AZOREN 1. VERUEHERER SE (2, 6) 


\2 2 
2) Ve) 
c c 
Dreht man nun das Interferometer bei gleichbleibender Geschwindigkeit v 


um 90°, so werden die Rollen von /, und /, vertauscht, und der Wegunter- 
schied wird nach (2, 6) den neuen Wert 


‚___2h 
er ET 
En 
| c c 
annehmen. Die Drehung führt also zu einer Änderung des Wegunterschiedes 


und daher zu einer Verschiebung der Interferenzstreifen, die man unmittel-- 
bar zu beobachten versucht. 


Als minimalen Wert von v hätte man beim MicHrLson-Versuch die der 
Bewegung der Erde um die Sonne entsprechende Geschwindigkeit vom 
Betrag vr 30 km/sec zu betrachten. Die Dimensionierung und sonstige 
Einzelheiten des Interferometers waren so getroffen, daß sogar ein Zehntel 
der diesem Wert von v entsprechenden Verschiebung der Interferenzstreifen 
beobachtbar wäre. Das Ergebnis war aber negativ. Sowohl bei dem 
Mic#zıson-Versuch als auch bei mehreren nachträglichen Wiederholungen 
des Versuches war keine mit Sicherheit festzustellende Interferenzverschiebung 
nachzuweisen. 


(4,7) 


83. Das Relativitätsprinzip 


Wie wir am Ende des $ I gesehen haben, folgt die Hypothese des abso- 
‘Juten Koordinatensystenis aus derjenigen der absoluten Zeit. Daher spricht 
der negative Ausfall aller optischen und elektromagnetischen Versuche, die 
man zum Nachweis des absoluten Koordinatensystems ausgeführt hat, nicht 
nur gegen die Hypothese des absoluten Koordinatensystems, sondern auch 
gegen die Hypothese der absoluten Zeit selbst. Nachdem Emstem diesen 
Zusammenhang klar erkannt hatte, wandte er sich einer kritischen Analyse 
des Begriffs der absoluten Zeit zu. Es war dann leicht einzuseheri, daß die 
Hypothese der absoluten Zeit mit der folgenden einfacheren Hypothese gleich- 
wertig ist: Es gibt Signale, die sich im Raum mit unendlich großer Ge- 
schwindigkeit fortpflanzen; mit deren Hilfe kann man dann Uhren, die an 
verschiedenen Punkten des Raumes liegen, miteinander vergleichen und auf 
die absolute Zeitskala einstellen. 


In Wirklichkeit sind die besten Signale, die uns heute für diesen Zweck 
zur Verfügung stehen, die optischen oder elektromagnetischen Signale. Diese 
Signale pflanzen sich. mit einer Geschwindigkeit fort, welche sehr groß — 
oder, wie wir auch sagen können, praktisch unendlich groß — ist, im Ver- 


/ 
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gleich zu den Geschwindigkeiten, die bei den gewöhnlichen makrophysi- 
kalischen Vorgängen vorkommen. Für solche Vorgänge sollte also der Be- 
griff der absoluten Zeit ausreichen. In der Tat werden diese Vorgänge durch 
die Nzewroxsche Mechanik ganz befriedigend beschrieben. 


Es gibt aber auch andere Vorgänge, bei denen Teilchen vorkommen, die 
sich mit. Geschwindigkeiten bewegen, welche der Lichtgeschwindigkeit nahe 
kommen. Wenn wir auch diese Erscheinungen mit Hilie der absoluten Zeit 
zu beschreiben versuchen, dann ist dies mit der Einführung der Annahme 
gleichwertig, daß es Signale gibt, deren Fortpflanzungsgeschwindigkeit viel 
größer als die Lichtgeschwindigkeit ist. 

Den negativen Ausfali aller Versuche, die Existenz eines absoluten Koordi- 
natensystems nachzuweisen, deutete nun Emstemn als Widerlegung der Exi- 
stenz solcher sich mit beliebig großen Geschwindigkeiten fortpflanzender 
Signale. Daher fordert Emstem, daß die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des 
Lichtes im Vakuum die größte in der Natur. vorkommende Geschwindig- 
keit sei: Diese Forderung ist im wesentlichen mit seinem im Jahre 1905 
aufgestellten Relativitätsprinzip gleichwertig, welches man gewöhnlich folgender- 
maßen formuliert: Es ist unmöglich, auf Grund irgendwelcher physikalischer 
Erscheinungen ein absolutes Koordinatensysiem zu bestimmen. 


Nach diesem Prinzip sind alle gegeneinander gleichförmig-translatorisch 
bewegten Koordinatensysteme einander völlig gleichwertig, d.h., sie sind 
einander gleichwertig nicht nur in bezug auf. rein mechanische oder optische 
und elektromagnetische Vorgänge, sondern ganz ‚allgemein in bezug auf 
irgendwelche physikalische Vorgänge. Aus diesem Prinzip folgt im wesent- 
lichen die ganze spezielle Relativitätstheorie, wie wir in den weiteren Kapiteln 
dieses Buches ausführlich zeigen werden. 


Auf das spezielle Phänomen der Lichtiortpflanzung im Vakuum angewandt, 
besagt das Relativitätsprinzip, daß diese Fortpflanzung in jedem Inertial- 
system isotrop ist. Dann muß man aber unbedingt die Hypothese der 
absoluten Zeit fallen lassen. Nach dem. Relativitätsprinzip wird man alsc 
beim Übergang von einem Koordinatensystem (x, y,2) zu einem anderen, 
relativ zum ersten sich gleichförmig-translatorisch bewegenden System 
(x, y', 2’) eine neue Zeit ’ einführen müssen, welche von der im (%,y,2) 
verwendeten Zeit £ verschieden ist. Der Zusammenhang zwischen ?, # und 
den Raumkoordinaten (x’, y’, 2’) und (x, y,z) ist durch die Loßenrz-Trans- 
formation beschrieben, welche sich aus der Diskussion der mathenıatischen 
Formulierung des Relativitätsprinzips unmittelbar ergeben wird. 


Es sei hier noch bemerkt, daß nach dem Relativitätsprinzip die Licht- 
geschwindigkeit in allen Inertialsystemen denselben Wert haben muß. An- 
derenfalls könnte sie nämlich einen minimalen oder maximalen Wert be- 
sitzen. Dann wäre aber das Koordinatensystem, in welchem die Licht- 
geschwindigkeit diesen extremalen Wert besitzt, durch eben diese Eigen- 
schaft ausgezeichnet, im Widerspruch zum Relativitätsprinzip. 


Wir kommen jetzt zu der mathematischen Formulierung des Relatiyitäts- 
prinzips. Seien (x,y,2) und (x, y', 2’) zwei Inertialsysteme, die sich gegen- 
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einander gleichförmig-translatorisch bewegen. Die Achsenrichtungen seien 
z.B. parallel zueinander und die Translationsgeschwindigkeit parallel der 
x-Achse gewählt (Fig.1). Die von einem in (x,y,z2) ruhenden Beobachter 
verwendete Zeit sei mit # bezeichnet; dagegen verwende ein in (x, y’, 2’) 
ruhender Beobachter die Zeit ’. N ach dem Relativitätsprinzip kann die 
Beziehung =t nicht mehr gelten. Statt dessen werden jetzt alle vier 
Größen x’, y’, 2’ und ?’ Funktionen der ungestrichenen Größen x, y, 2, i sein. 


Über die Anfangspunkte der Zeitskalen t und {’ dürfen wir frei verfügen. 
Wir setzen t=t'=0 gerade für den Augenblick, in dem die zwei Koordinaten- 
systeme zusammenfallen. In diesem Augenblick denken wir uns nun von 
dem gerade dann gemeinsamen Ursprung beider Koordinatensysteme ein 
Lichtsignal emittiert. Nach dem Relativitätsprinzip wird sich dieses Signal 
in beiden Koordinatensystemen isotrop fortpflanzen. Im Koordinatensystem 
(x,y,2) werden also die an einem späteren Augenblick £>0 vom Signal 
erreichten Punkte auf einer Kugelfläche liegen, deren Radius ci ist. Dies 
ist die Kugelfläche mit der Gleichung 


x2 +y24+ 2— AR =0. (3,1) 


Ebenso wird im Koordinatensystem (x’, y’, 2’) in einem Augenblick />0 
das Signal die Punkte der Kugelfläche 


2 yR+ 22 er 0 (3, 2) 


erreichen. Es sei noch bemerkt, daß die Beziehungen (3, 1) und (3,2) auch 
für den Fall gelten, daß die zwei Koordinatensysteme beliebig zueinander 
gerichtete Achsen sowie eine beliebig gerichtete relative Geschwindigkeit 
haben. Es ist nur notwendig, daß die Anfangspunkte der Koordinatensysteme 
im Augenblick 2=’=0 zusammenfallen. 


Nun sind x’, y’, 2’ und ?’ noch unbekannte Funktionen von x, y,2 und Et. 
Denken wir uns diese Funktionen in (3, 2) eingesetzt, so muß daraus eine 
der Gleichung (3, 1) äquivalente Beziehung entstehen, da ja die zwei Glei- 
chungen (3, 1) und (3, 2) die Fortpflanzung desselben Lichtsignals beschreiben. 
Berücksichtigt‘ man noch die Tatsache, daß die linken Seiten von (3,1) 
und (3, 2) dieselben physikalischen Dimensionen haben, so sieht man leicht, 
daß man folgende Identität zu fordern hat!): 


za y?2+ 22 Mr PR-2— AR. (3, 3) 


Gleichung (3, 3) stellt noch nicht die vollständige Formulierung des Rela- 
tivitätsprinzips dar. In dieser Gleichung nimmt nämlich der Ursprung der 
zwei Koordinatensysteme am Zeitpunkt ?=t’=.0 eine ausgezeichnete Stel- 
lung ein, welche aber nur die Folge einer willkürlichen Wahl ist und keiner 
wirklichen Auszeichnung dieses Punktes entspricht. Die Emission des unserer 


1) Falls man in beiden Koordinatensystemen dieselbe Längeneinheit benutzt; sonst 
hätte man die Identität 
z’2 + y’2 + 8/0 dr? = Ar? + y%+ ER — c212), 
wobei A eine Konstante ist. 
Papapetrou, Relativitätstheorie 2 
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Betrachtung zugrunde liegenden Lichtsignals kann ja an einem beliebigen 
Punkt und zu einer beliebigen Zeit stattfinden. Die entsprechende Ver- 
allgemeinerung von (3, 3) bietet keine Schwierigkeit. Bezeichnen wir die 
Koordinaten dieses jetzt beliebigen Punktes in den zwei Koordinatensystemen 
mit (%9 Yo 20) bzw. (%5, yo,20) und den Zeitpunkt der Emission mit {, 
bzw. it), so wird die Verallgemeinerung von (3, 3) 


(#’— %0)2+ (y’— yo)?+ (2’— 20)? — ce’ — 5)? 
= (#—-)?+(W-y?+ (2? el i?. (3, 4) 
Diese Gleichung stellt die vollständige mathematische Formulierung des 
Relativitätsprinzips dar. Sie erlaubt, wie wir im nächsten Abschnitt zeigen 


werden, den funktionellen Zusammenhang zwischen x’, y’,2’,t’ und x,y,2,2 
zu ermitteln, 


$4. Die Lorentz Transformation 


Die Formel (3, 4) können wir auch auf den Fall zweier unendlich benach- 
barter Punkte (x,y,2) und (x+dx, y+dy, z+.dz) anwenden. Ist auch 
?— t, infinitesimal, so geht (3, 4) in folgende differentielle Form über: 


dx’? + dy'?+ de? — 2dt?= da? + dy?+ de? — edit. (4, 1) 
Aus dieser Beziehung folgt zunächst, daß die Größen x‘, y’,z’ und ?’ lineare 
Funktionen von %, y,z und ? sein müssen. Um das zu beweisen, führen wir 
folgende in der Relativitätstheorie übliche Bezeichnung ein: 


ser, Yary., =, cm. (4, 2) 


Dann gilt die Beziehung 


4 3 ; 
dx, — 7 *e 
2 0x, 


Führt man (4, 3) in (4, 1) ein und berücksichtigt, daß es sich um eine Iden- 
tität handelt, so folgen daraus — durch Gleichsetzen der auf beiden Seiten 
auftretenden Koeffizienten von dx?, dy? usw. sowie von dxdy, dydz usw. — 
die zehn Beziehungen 


dx, für o=1, 2, 3, 4. (4, 3) 


eh Samen (aß=1, 2, 3, 4). (4, 4) 
8 


Dabei hat 7,; die Bedeutung 


Yn=Nna=Nnas=] N4a=—-1 7.80, wenn a#ß. (45) 
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Wir differenzieren nun Gl. (4, 4) nach &,: 
a 
Br 0°x; Be 0?x;7 0x‘ 2 (ge 02x, 4 0°x; 42 = 
— ‚0x. 0x%,0%, 0x.0x%, 3} 0%. 0x50%, 0x%,0%, Ox%p: 
(@a,B,y=1; 2; 3, 4). (4, 6) 


Diese Beziehung läßt sich noch vereinfachen. Schreiben wir sie nämlich, 
noch zweimal nach zyklischer Vertauschung von «,ß,y hin, 


x 0x’. 0°x BY 02x; 0x; e 0x 0°x, a 02x, ZE 0 
PA 0x,0x.  0x,;0x, nn) 0x 02,0%, 0x%0x, 0% 4 R 
‚6a 


u AN. 


0x, 0%.0%  0%,0% 0%, 0%,.0x.0%  0x,0% 0x. (4,6%) 


addieren dann (4, 6) und (4, 6b) und subtrahieren davon (4, 6a), so folgt 


0% Rx 0% 0° ui, (4,7) 
x 02,0%, 0%. 0%, 0x, 
Berücksichtigen wir noch die allgemeine Beziehung 
; : l, wenn u=o, 
0x. ‚00. _ 0%. _| | (we=1,2,3,4), (4,9) 


.. 0x, Ast 
so folgt aus (4, 7), wenn man mit —— multipliziert und über «& summiert, 


7 
0%, 


»_ 0 @By=1,2.3,4. (49) 


Da nach (4, 9) die x, lineare Funktionen von x; sind, stellt der Übergang 
von den un gestrichenen zu den gestrichenen Koordinaten die Überlagerung 
einer Änderurg der Achsenrichtungen und einer gleiehförmigen Translation 
dar. Wir w ollen aber hier nicht diese allgemeine Überlagerung betrachten, 
sondern nur die gleichförmige Translation, welche der Fig. 1 entspricht: 
Neve Achsen 0’x’, 0'y',0’z’ parallel zu 0x,0y,0z und Translations- 
geschwindigkeit parallel zu Ox. Die Rechnung läßt sich in diesem Fall 
mit Hilfe der Formel (3, 3) durchführen. Es ist zunächst leicht einzusehen, 
daß in diesem Fall 


2% 
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sein muß. Es bleibt also nur die Forderung 
2 — = ct, (4, 10) 


‘welche wegen (4, 9) durch lineare Transformationsformeln, 


x = ux-+vt, 
c’=ox-+6ot, (4.11) 


(mit konstanten Koeffizienten u, », 0,0) zu erfüllen ist. Wenn man (4,11) 
in (4, 10) einsetzt, so erhält man drei Bedingungen für die vier Konstanten 
u bis o, so daß schließlich nur noch eine frei verfügbare Konstante bleibt. 
Das 'Ergebnis sei hier gleich in seiner endgültigen Form, 


‚,. x—-u 
«= ; 
1-2 
: we (4, 12) 
2 ==, 
m ct— Bx R 
1-2 
mit der Abkürzung 
v 


angegeben. Das sind die Formeln der Lorentz-Transformation, welche für die 
spezielle Relativitätstheorie von grundlegender Bedeutung sind. 


Der Vergleich von (4, 12) mit (1,2) und (I, 3) zeigt, daß die LoREnTtz- 
Transformation in die GAaLiLeIsche übergeht, wenn man ß gegen Null (d.h. 
bei vorgegebenem v, c gegen unendlich) streben läßt. Insbesondere geht dann 
die letzte der Gleichungen (4, 12) in (Z, 3) über: 


!=t, 


was nochmals die Tatsache zum Ausdruck bringt, daß für die Definition 
einer absoluten Zeit die Existenz von Signalen erforderlich ist, die sich mit 
unendlich großer Geschwindigkeit fortpflanzen. 


Ferner zeigt der Vergleich mit der Garıtei-Transformation, daß die in 
der Lorentz-Transformation enthaltene Konstante v mit der relativen Trans- 
lationsgeschwindigkeit der zwei Koordinatensysteme übereinstimmt. Das 
kann man übrigens auch unmittelbar aus (4, 12) entnehmen. Setzt man 
nämlich x=U, so folgt 
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elso, wenn mar ö eliminiert, 
=-—ır. 


Der Ursprung des ungestrichenen Koordinatensystems bewegt. sich also in 
esstrichenen Koordinatensystem mit der Geschwindigkeit —v in die Rich- 
cung der x’-Achse. Es ist zu fordern, daß der Ursprung des gestrichenen 
Koordinatensystems in bezug auf das ungestrichene mit der entgegengesetzt 
gleichen Geschwindigkeit sich bewegt. Die Transformationsformeln für den 
Übergang vom gestrichenen Koordinatensystem zum ungestrichenen müssen 
also aus (Z, 12) in der Weise entstehen, daß man in (4, 12) die gestrichenen 
und ungestrichenen Größen miteinander vertauscht und gleichzeitig v durch 
—v (und $ durch — ß) ersetzt. Das Ergebnis lautet 


_ tv 

SR a 
A (4, 14) 
=, 
er 


er, 


Wie man leicht verifiziert, stellen die Beziehungen (4, 14) tatsächlich das 
Ergebnis der Auflösung von (4,12) nach den ungestrichenen Größen 
x,,y,2,t dar. 

Die Beziehungen. (4, 12) bzw. (4, 14) bringen noch die wichtige Tatsache. 
zum Ausdruck, daß die Translationsgeschwindigkeit v immer kleiner als c' 
sein muß. Für v=c verlieren nämlich die erste und vierte dieser Gleichungen 
ihren Sinn, und für v> c hätten wir durch (4, 12) den reellen Größen x,t 
rein imaginäre Größen x’, #’ zugeordnet. Dieses Ergebnis ist eine erste Folge 
der schon in $ 3 gestellten Forderung der speziellen Relativitätstheorie, 
wonach die. Lichtgeschwindigkeit die obere Grenze aller physikalisch mög- 
lichen Geschwindigkeiten darstellt. Die genaue dynamische Bedeutung dieser 
Forderung werden wir im nächsten Kapitel bei der Formulierung der rela- 
tivistischen Dynamik kennenlernen. 


In historischer Hinsicht sei noch bemerkt, daß die. Formeln (4,12) von 
LoREnTz im Jahre 1904, also kurz vor Aufstellung des Eınstemschen Rela- 
tivitätsprinzips, gefunden wurden. Zu diesen Formeln wurde LoREnTz durch 
Betrachtungen über die Transformationseigenschaften der MAaxwerıschen 
Gleichungen des elektromagnetischen Feldes geführt. Diese Gleichungen 
sind. gegen die GALıLEI-Transformation nicht invariant; die LorkxTzsche 
Diskussion ergab, daß sie gegen die Transformation (4,12) invariant sind. 
Da man aber noch an der Annahme der absoluten Zeit festhielt, mußte 
Lorentz sein Ergebnis in einer ziemlich komplizierten Weise deuten: Im 
Grunde genommen sollten die Maxweııschen Gleichungen nur im absoluten 
Koordinatensystem. (x, y, 2) gelten, trotzdem aber auch in anderen Inertial- 
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systemen verwendbar sein, sofern man dann statt der ‚wahren‘ (absoluten) 
Zeit i die „Hilfszeit‘ #’ in die für das absolute Koordinatensystem geltende 
Form dieser Gleichungen einführt. Erst das Relativitätsprinzip hat die Lage 
völlig. geklärt, indem es zeigte, daß jedem Koordinatensystem eine ent- 
sprechende Zeitskala zuzuordnen ist. Die Invarianz der MAaxwerıschen 
Gleichungen gegen die Lorentz-Transformation werden wir im Kapitel III 
ausführlich beweisen. 


$ 5. Die Längenkontraktion 


Wir betrachten einen starren Maßstab, welcher in einem Inertialsystem, 
dessen: Koordinaten und Zeit wir mit x’, y', 2’ und ?’ bezeichnen, auf der 
| x'-Achse liegend ruht. Seine Enden haben also die 
e (a von der Zeit unabhängigen Koordinatenwerte x] und 
%). In einer graphischen Darstellung auf der Ebene 
(x’, t') beschreiben beide Endpunkte die zur i’- Achse 
parallelen Geraden g; und g3 (Fig.3a). Für einen 
in diesem Koordinatensystem ruhenden Beobachter 
ist die Länge des Maßstabes 


Len-x. (5, 1) 


i (b Der Index „ bei ! soll die Tatsache zum Ausdruck 
bringen, daß der Maßstab in dem betreffenden Koor- 
dinatensystem ruht. 


Wir denken uns nun einen zweiten: Beobachter, 
welcher in dem durch (4, 14) definierten Koordinaten- 
system (x, y, 2,2) ruht. Relativ zu ihm bewegt sich 

| der Maßstab mit der zur x-Achse parallelen Ge- 
Fig. 3 schwindigkeit v. Die genaue Beschreibung der Be- 
| wegung der Endpunkte des Maßstabes läßt sich 
mit Hilfe von (4,14) unmittelbar angeben. Einem Punkt (x],ij) der Ge- 
raden g; entspricht nach (4,14) in der x, t-Ebene der Punkt 


_ ti, _ehitBei 
a ı = NP . 
1-83 


Dabei ist x; eine Konstante, während t, als ein Parameter aufgefaßt wer- 
den kann. Die Gleichungen (5, 2) stellen eine Gerade g, der x, {-Ebene dar 
(Fig. 3b), welche aber nicht mehr der {-Achse parallel ist, entsprechend 
der Tatsache, daß der betreffende Endpunkt des Maßstabes sich in diesem 
Koordinatensystem bewegt. Ähnlich wird die Bewegung des anderen End-- 
punktes des Maßstabes durch die zu g, parallele Gerade g, mit den Glei- 
chungen 


(5, 2) 


x3 + vtz chyh+Pßx3 
2 1 _ 2 B2 > 2 1_— BB: ß2 ( ) 


dargestellt (Parameter 23). 
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Der im Koordinatensystem (x, y, 2, i) ruhende Beobachter wird die Länge 
des Maßstabes in der für bewegte Objekte üblichen Weise definieren müssen, 
nämlich als den Unterschied der x-Werte derjenigen Lagen seiner Endpunkte, 
welche einem und demselben Zeitpunkt entsprechen. Dabei muß man aber 
berücksichtigen, daß im ungestrichenen Koordinatensystem die Zeit # gilt. 
Die Länge wird also durch 


i= Xg z u71 (5, 4) 
mit der Nebenbedingung 
7) = 7 (5, 4 a) 


definiert. Führen wir jeweils die zweite von. Gleichung (5, 2) und (5, 3) 
in (ö, 4a) ein, so folgt | 


B-k- in). 
Dies, zusammen mit den ersten Gleichungen (5, 2) und (5, 3) in (5, 4) ein- 


gesetzt, ergibt 


Diese Formel besagt, daß ein Beobachter, relativ zu dem sich der Maßstab 
mit einer seiner Längsrichtung parallelen Geschwindigkeit v bewegt, eine 
um den Faktor Yl— ß? kleinere Länge findet als ein Beobachter, der relativ 
zum Maßstab ruht. Die Größe /, bezeichnen wir als die Ruhlänge des Maß- 
stabes. 


Die Beziehung (5, 5) wurde schon vor Aufstellung des Relativitätsprinzips 
von LoRENTZ und FITzGERALD vorgeschlagen, als Ausdruck einer von ihnen 
postulierten Längenkontraktion, welche immer dann auftreten müßte, wenn 
sich der Stab gegen das absolut ruhende Koordinatensystem mit einer seiner 
Längsrichtung parallelen Geschwindigkeit bewegt. Durch diese Hypothese 
sollte der negative Ausfall des MicmeLson-Versuches ohne Abänderung 
der vorrelativistischen Begriffe von Raum und Zeit erklärt werden. Man 
bemerke, daß diese Deutung der Beziehung (5, 5) von der in der speziellen 
Relativitätstheorie geltenden grundsätzlich verschieden ist. Nach dem Rela- 
tivitätsprinzip sind nämlich alle Koordinatensysteme einander völlig gleich- 
wertig, und die Unterschiede der von verschiedenen Beobachtern gemessenen 
Längen eines und desselben Maßstabes sind lediglich eine Foige der Not- 
wendigkeit, in jedem Inertialsystem eine entsprechende Zeitskala zu deli- 
nieren. 

Es ist leicht einzusehen, daß ein zur x-Richtung senkrecht stehender Maß- 
stab beim Übergang vom gestrichenen zum ungestrichenen Koordinaten- 
system keine Längenänderung aufweist: Die Längenkontraktion tritt nur 
bei einer Translationsgeschwindigkeit in Längsrichtung des Maßstabes ein. 
Daraus folgt weiter, daß das Volumen eines Körpers bei Translations- 


bewegungen sich um den Faktor Y1— ß2 ändert. Ist also V, das Ruhvolumen 
des Körpers, d.h. sein Volumen, gemessen von einem relativ zum Körper 
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ruhenden Beobachter, so wird das von einem relativ zum Körper mit einer 
Geschwindigkeit v bewegten Beobachter gemessene Volumen 


V-V, NR. (5, 6) 


Diese Volumkontraktion tritt offenbar bei beliebiger Richtung der Trans- 
lationsgeschwindigkeit auf. | 


8 6. Die Zeitdilatation 


Betrachten wir nun einen Vorgang, der, wenn wir ihn auf das Inertial- 
system (x’,y’,2’,2’) beziehen, sich an einem festen Raumpunkt (x, y', z’) 
abspielt. Der Vorgang beginne im Zeitpunkt ij und ende im Zeitpunkt iz. 
Dann ist die Dauer des Vorgangs für einen Beobachter, der ebenfalls im 
Koordinatensystem (x’, y’, z’,t’) ruht, | 


Ah=b—i. (6, 1) 


Den gleichen Vorgang können auch andere Beobachter verfolgen, welche 
in anderen Koordinatensystemen ruhen. Wir wollen insbesondere den Ablauf 
des Vorgangs für einen Beobachter betrachten, der in dem mit (x’, y’,z’, f') 
durch die Gleichungen (4, 14) verbundenen Koordinstensystem (x, y, 2, t) 
ruht. Den Werten xz/=x’ und ij, welche den Anfang des Vorgangs im 
gestrichenen Koordinatensystem bestimmen, entsprechen nach (4,14) die 
Werte 

re, eva ch= u ad i (6, 2) 


Ähnlich finden wir für das Ende des Vorgangs, welches im gestrichenen 
Koordinatensystem durch x3=x’ und iz bestimmt wird, 


x“ + vb 
= ya ch= 


me nm 


Für den im ungestrichenen Koordinatensystem ruhenden Beobachter ist die 
Dauer des Vorgangs durch 


(6, 3) 


Adt=4-h (6, 4) 


gegeben. Führen wir in (6,4) die durch die zweiten Gleichungen (6, 2) 
und (6, 3) bestimmten Werte von ?, und i, ein, so ergibt sich 


At, 
NR 


Die von einem Beobachter gemessene Dauer eines Vorgangs hängt also, vom 
Bewegungszustand des Beobachters ab. Sie hat ihren kleinsten Wert für 


4di= 


(6, 5) 
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diejenigen Beobachter, für welche sich der Vorgang an einem festen Raum- 
punkt abspielt, oder — wie wir auch sagen können — in dem diesem Vor- 
gang entsprechenden Ruhsysiem. In jedem anderen Koordinatensystem 
ist die Dauer des Vorgangs um den Faktor (1— ß?)-": größer. In diesem 
Sinne sprechen wir von einer Zeitdilatation, welche dann auftritt, wenn wir 
vom Ruhsystem zu einem anderen Koordinatensystem übergehen. 


Die Zeitdilatation stellt eine Folgerung aus dem Relativitätsprinzip dar, 
die vom Standpunkt der vorrelativistischen Begriffe von Raum und Zeit 
völlig unverständlich ist. Deshalb ist es von besonderer Bedeutung, daß 
man die Zeitdilatation beim Studium der Mesonkomponente der kosmi- 
schen Strahlung unmittelbar beobachten konnte. Mesonen sind instabile 
Teilchen, welche bei gewissen Stoßprozessen erzeugt werden und dann etwas 
später in andere Teilchen zerfallen. Mesonen einer bestimmten Art sind 
durch einen bestimmten Wert Ai, der Lebensdauer im Ruhsystem charak- 
terisiert. Für die nicht allzu kurzlebigen Mesonenarten kann man At, mit 
guter Genauigkeit messen, indem man Beobachtungen an solchen Mesonen 
vornimmt, die kurz.nach ihrer Entstehung gebremst und so im Laboratoriums- 
koordinatensystem zur Ruhe gebracht werden. 


Mesonen werden von den primären Teilchen der kosmischen Strahlung 
in allen Schichten der Erdatmosphäre erzeugt und vorzugsweise nach unten 
geschleudert. Wenn es nun keine Zeitdilatation gäbe, dann würden wir am 
Meeresniveau nur Mesonen beobachten, deren Erzeugungsort die maximale 
Höhe c At, nicht übersteigt, da ihre Geschwindigkeit nicht größer als c sein 
kann. Die Analyse der Beobachtungsdaten zeigt aber, daß uns in Wirklich- 
keit Mesonen erreichen, welche Entfernungen durchlaufen haben, die viel 
‚größer als c At, sind. , 

Diese Erscheinung wird nun auf Grund der Formel (6, 5) für die Zeit- 
dilatation unmittelbar verständlich. Die Mesonen werden nämlich in der 
Regel mit hoher kinetischer Energie erzeugt, was nach der im nächsten Kapitel 
zu entwickelnden relativistischen Dynamik zur Folge hat, daß sie sich mit 
einer Geschwindigkeit v bewegen, die sehr nahe bei c liegt. Das Verhältnis 


=— liegt also sehr nahe bei 1, und deshalb wird nach (6,5) 41>At,. Zu 


demselben Ergebnis kommt man übrigens auch auf einem anderen Wege. 
Subtrahiert man nämlich die erste der Gleichungen (6, 2) von der ersten 
(6,.3), so ergibt sich 


K—X Ser Velen 
2 1 yı—p2 2 1 iR 


Die Wegstrecke, die das Meson im Koordinatensystem (x, y, z,t) durchläuft, 


1 
Der 


cAt.: (6, 6) 


ist also nicht einfach gleich v At,, sondern hat noch den Faktor 


welcher für ö— 1 gegen unendlich strebt. 


J 
‘ 
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$ 7. Transformation der Geschwindigkeit 


Legt man ein bestimmtes Inertialsystem (x, y, 2,2) zugrunde, so ist die 
Bewegung eines Teilchens bestimmt, wenn man seine Koordinaten x, y,2 
als Funktionen der Zeit angeben kann: 


=), yayl), za). (,)) 


Wir wollen nun diese Bewegung in dem durch die Transformationsformeln 
(4, 12) bestimmten neuen Inertialsystem (x, y',2’, #') betrachten. Die drei 
ersten Gleichungen (4, 12), 


x— vı 
x = ————, — y =, (7,2 
m ’’ ) 
geben x’, y’ und 2’ als Funktionen von t an. Die vierte Gleichung (d, 12) 
liefert dann, wenn man noch die erste von (7, 1) berücksichtigt, i’ als Funk- 
tion von ?: 
ct— Bx(i) 


er; 


Bei gegebener Funktion x(f) kann man (7, 3) nach i auflösen, d.h. als 
Funktion von ?’ bestimmen: 


cd’= (7, 3) 


t= 4’). (7,3a) 


Unter Berücksichtigung von (7, 3a) geben dann die Gleichungen (7, 2) die 
neuen Koordinaten x',y‘, 2’ als Funktionen der in dem jetzt verwendeten 
Inertialsystem geltenden Zeit 7’ an. 


Mit Hilfe von (7, 2) und (7,3) kann man die Geschw indigkeitskompo- 
nenten des Teilchens im zweiten Koordinatensystem, 


dx ,..dy' de’ 
I = a Ir 3 4y = dr Gz = de’ (7, 4) 
aus denjenigen im irsprönglichen ’Koordinatensystem, 
dx d dz 
= 9= on = 7p> (7, 5) 


berechnen. Man findet nämlich aus (7, 2) 


AI ni a a 
NR 12V) > yeah TR 


Andererseits folgt aus (7, 3) 
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und daher schließlich 


1 BT 9 
% 
1-p% 
ER R. ı SE) 1 — 82 
95 ge P?, (7, 6) 
C 
4- —t— i-P® 
1- BE 


Diese Formeln stellen das Eınsteissche Additionstheorem der Geschwindigkeiten 

dar. 
Führen wir noch den absoluten Betrag qg bzw. q’ der Geschwindigkeit ein: 
Pu tntn dert: (7,7) 


so lassen sich aus (7, 6) durch unmittelbare Rechnung folgende Beziehungen 
ableiten: | 


2 g" 002g? 7.9) 
Ir 1 BE 


Die beiden letzten Gleichungen lassen eine wichtige Anwendung zu. Nehmen 
wir an, daß im ungestrichenen Koordinatensystem das Teilchen sich mit einer 
Geschwindigkeit bewegt, welche die Lichtgeschwindigkeit nicht übersteigt: 


g—<c. 


Berücksichtigen wir noch, daß die Lorentz-Transformation nur für P<1 
sinnvoll ist, so folgt zunächst aus (7, 8) — weil in dieser Gleichung die rechte 
Seite und der zweite Faktor der linken Seite positiv sind —, daß auch der 
erste Faktor positiv ist. Weiter folgt dann aus (7, 9), da die rechte Seite 
nicht negativ werden kann und der Nenner der linken Seite positiv ist, daß 


g<c. 


Dieses Ergebnis zeigt, daß die Lorentz-Transformation, aus der ja die 
Formeln (7, 6) unmittelbar folgten, mit der in $ 3 gestellten Forderung, 
wonach die Lichtgeschwindigkeit die obere Grenze aller physikalisch mög- 
lichen Geschwindigkeiten darstellen muß, verträglich ist: Es ist nicht mög- 
lich, von einer Unterlichtgeschwindigkeit ausgehend, durch eine LoRENTZ- 
Transformation zu einer Überlichtgeschwindigkeit zu gelangen. 
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Insbesondere folgt aus (7, 9), daß, wenn qg=c, dann auch g’=c ist: Ein 
Teilchen, das sich in einem Koordinatensystem mit Lichtgeschwindigkeit. 
bewegt, hat diese Eigenschaft auch in irgendwelchen anderen Koordinaten- 
systemen. Teilchen, die sich mit Lichtgeschwindigkeit bewegen, sind vor allem. 
die Photonen, in die man sich in der atomistischen Beschreibung ein Licht- 
bündel aufgespaltet denkt, solange sich dieses im Vakuum fortpflanzt. Daß 
diese Photonen sich mit Lichtgeschwindigkeit in allen Koordinatensystemen 
bewegen, ist dann einfach der in $ 3 erwähnten Folge des Relativitätsprinzips 
gleichwertig, wonach sich das Licht im Vakuum in allen Koordinatensystemen 
mit der Geschwindigkeit c fortpflanzt. 


Wir betrachten noch eine geradlinige Bewegung parallel der x-Achse. 
Dann ist 


g,= 3 = 0, 
und daher reduziert sich (7, 6) auf 
’ =>» ‚ ‚ 
= ET 02 g=g=0). (7, 10) 
ER 
c \ 


Von dieser Formel werden wir eine wichtige Anwendung geben. Wir be- 
trachten ein für Licht durchsichtiges Medium (z. B. Wasser), das im Koordi- 
natensystem (x, y, z, t) ruht und in welchem sich ein Lichtbündel in Richtung 
der x-Achse fortpflanzt. Ist n» der Brechungsindex des Mediums, so ist die 
Lichtgeschwindigkeit in diesem Medium 


c 
er, (7,11) 


Wir stellen uns nun die Frage, mit welcher Geschwindigkeit sich das Licht- 
bündel fortpflanzen wird, wenn das Wasser ebenfalls parallel der x-Achse 
mit einer (konstanten) Geschwindigkeit V strömt. Für die Beantwortung 
dieser Frage genügt es zu bemerken, daß das Wasser in einem anderen K.oordi- 
natensystem ruht. Bezeichnen wir dieses zweite Koordinatensystem mit 
(x, y, 2,2), so wird in ihm die Geschwindigkeit der Lichtfortpflanzung durch 
(7, 11) gegeben. Die Geschwindigkeit bei strömendem Wasser ist dann durch 


(7,10) bestimmt, wenn man in dieser Beziehung v—=— V setzt. Also 
BR a, 
q .. Va (7, 12) 
x 
14 


Diese Formel läßt sich noch vereinfachen, wenn man bedenkt, daß die experi- 
mentell erreichbaren Strömungsgeschwindigkeiten V immer sehr klein gegen c 
sind. Man findet dann 


+ li e navi). 
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Also, wegen (7, 11) 
1ı\ 
rg +rli- . (7, 13) 


Durch die Strömung wird also die N ELNE indigkeit des Lichtes 
geändert. Die Änderung ist aber nicht gleich der Geschwindigkeit V des 


1 
durchsichtigen Mediums, sondern um den Faktor 1— Zr kleiner. 


Die Richtigkeit der Formel (7, 13) wurde experimentell von FızEau nach- 
gewiesen. Es ist interessant, daß diese Formel schon lange vor Aufstellung 
der Relativitätstheorie von FREsnEL auf Grund von speziellen Annahmen 
über das Verhalten des Äthers in bewegten Körpern abgeleitet wurde. Des- 


halb wird der Faktor 1— — als der Fresweısche Mitführungskoeffizient 


bezeichnet. 


Es sei noch bemerkt, daß die nach (7, 13) im allgemeinen anisotrope Fort- 
pflanzung des Lichtes keineswegs im Widerspruch zum Relativitätsprinzip 
steht. Die dort postulierte isotrope Fortpflanzung bezieht sich nämlich 
auf das Vakuum, während es sich hier um Fortpflanzung in einem materiellen 
Medium handelt. 
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Die weitere Entwicklung der speziellen Relativitätstheorie läßt sich nur 
dann übersichtlich durchführen, wenn man den von MınkowskI eingeführten 
4-dimensionalen Raum systematisch verwendet. Wir werden hier diejenigen 
Begriffe, die für die 4-dimensionale Formulierung der speziellen Relativitäts- 
theorie erforderlich sind, zusammenstellen und ihren physikalischen - Sinn 
erläutern. 


Fügt man zu den Koordinaten x,y,2 des Raumes die Zeit i als vierte 
Variable hinzu, so entsteht dadurch eine 4-dimensionale Mannigfaltigkeit: 
Ein Punkt dieser Mannigfaltigkeit wird durch Angabe von 4 Zahlen — der 
Werte von x%,y,2z und ? — bestimmt. Physikalisch gibt ein solcher Punkt 
den Ort eines Ereignisses an zusammen mit der Zeit, zu der es stattgefunden 
hat. Die Bewegung eines Teilchens wird nach (7,1) durch eine eindimen- 
sionale Folge solcher Punkte, d.h. durch eine Linie dieser Mannigfaltigkeit 
dargestellt. Man pflegt diese Mannigfaltigkeit als die 4-dimensionale Welt 
oder auch einfach als den 4-dimensionalen Raum zu bezeichnen. Ein Punkt 
bzw. eine Linie dieses Raumes wird ein Weltpunkt bzw. eine Weltlinie 
genannt. 


Die Vereinigung des gewöhnlichen Raumes mit der Zeit zu einem 4-dimen- 
sionalen Raum könnte man auch im Rahmen der Nrwronschen Mechanik 
vornehmen. Sie hätte aber dann einen rein formalen Charakter, weil in dem 
so entstehenden 4-dimensionalen Raum die Zeitachse völlig ausgezeichnet 
bleibt. Die Zeit hat nämlich in der Newronschen Mechanik eine absolute 
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Bedeutung, was zur Folge hat, daß man nur Zeittransformationen von der 
Form 
"= {(tl) 


als physikalisch sinnvoll ansehen darf. Transformationen, bei denen die Zeit 
ähnlich wie die Koordinaten x, y,2 behandelt würde, haben keine physi- 
kalische Bedeutung. 


In der speziellen Relativitätstheorie ist die Lage grundsätzlich verschieden. 
Das Relativitätsprinzip ersetzt die absolute Zeit durch eine relative, d.h. 
durch eine Zeit, die sich beim Übergang zu einem neuen Inertialsystem ändert. 
Demzufolge tritt in den aus dem Relativitätsprinzip folgenden Formeln 
der Lorentz-Transformation die Zeit ähnlich wie die gewöhnlichen Raum- 
koordinaten auf. Der 4-dimensionale Raum wird also hier keineswegs eine 
nur formale Verknüpfung der Raumkoordinaten mit der Zeit bedeuten. 
Vielmehr stellt er, wie durch die folgenden Ausführungen deutlich gezeigt 
wird, gerade denjenigen Begriff dar, welcher die genaue mathematische Be- 
schreibung des physikalischen Zusammenhanges von Raum und Zeit er- 
möglicht. 


Um dieses Ziel zu erreichen, müssen wir vor allem den 4-dimensionalen 
Raum mit einer Metrik versehen. Darunter verstehen wir eine Formel, welche 
den Abstand zweier Punkte (%,, y], 2, &) und (%,, Ya; 2g; 5) bzw. die Länge 
des durch diese zwei Punkte definierten Vektors bestimmt. Diese Formel 
läßt sich aus dem Relativitätsprinzip durch Verallgemeinerung derjenigen 
Formel, die für den gewöhnlichen 3-dimensionalen Raum gilt, unmittelbar 
ableiten. Der 3-dimensionale Raum der Newroxschen Mechanik ist euklidisch, 
und man darf bei den Inertialsystemen nur kartesische Koordinaten ver- 
wenden. Daher gilt für den Abstand /,, der Punkte (x,, y;; 2) und (%,, Ya; 23) 
die Formel 


ner - ++ 2) (8,1) 


Die wichtigste Eigenschaft der so definierten Länge 1, ist, daß sie beim Über- 
gang zu einem anderen kartesischen Koordinatensystem unverändert, oder, 
wie wir auch sagen, invariant bleibt. 


In! 4-dimensionalen Raum wollen wir den Abstand der Punkte (x,, y}, 21 I) 
und (%2; Ya» 29, 65) mit sj, bezeichnen. Es ist naheliegend zu verlangen, daß s?, 
durch eine Formel gegeben wird, welche zunächst die in (8, I) eintretenden 
Terme enthält, zu denen aber jetzt ein vierter für die vierte Dimension des 
Raumes zu addieren ist. Die grundsätzliche Forderung der Invarianz von sj5 
beim Übergang zu einem anderen Inertialsystem führt dann, in Verbindung 
mit der das Relativitätsprinzip ausdrückenden Beziehung (3, 4), zu der Formel 


=” + Ya)’ (2-2) li d)?. (8, 2) 


Statt (8, 2) schreibt man oft die Formel für zwei unendlich benachbarte 
Punkte (x, y,2,8) und (x+dx, y+dy, z+dz, t+di): 


ds? = dx? + dy? + de? — c2dl8. (8, 3) 
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Der 4-dimensionale Raum mit der durch (8, 2) bzw. (8, 3) definierten Metrik 
wurde in die spezielle Relativitätstheorie von Mmkowskı eingeführt und 
wird der Mmkowsxısche Raum genannt. 


Das Hauptmerkımal der Formel (8, 2) bzw. (8, 3) ist das negative Vor- 
zeichen des letzten Termes. Der Minkowskische Raum ist also nicht eukli- 
disch, sondern, nach einer üblich gewordenen Bezeichnung, pseudoeuklidisch. 
Denselben Sachverhalt drücken wir auch aus, indem wir sagen, daß der 
Mınkowskische Raum nicht einfach 4, sondern 3-+1 Dimensionen hat. Die 
Differenz 3—1=2 heißt die Signatur der Metrik (8, 3). 


Wegen des negativen Vorzeichens vor dem Quadrat der Zeitkoordinate 
sind die Größen s%, bzw. ds? nicht mehr positiv definit, sondern können ent- 
weder positiv oder negativ oder auch Null werden. Dadurch entsteht eine 
Einteilung der Verschiebungen oder Vektoren des 4-dimensionalen Raumes in 
drei Klassen. Wir diskutieren die Eigenschaften dieser Klassen für den Fall 


infinitesimaler Verschiebungen. Die Ergebnisse gelten aber unverändert auch 
für endliche Verschiebungen. 


1. Wenn ds?>0 ist, nennen wir die Verschiebung (dx, dy,dz, di) raum- 
artig. Damit meinen wir, daß es möglich ist, durch eine passende LoRENTZ- 
Transformation diese Verschiebung auf die Form 


(dk', dy', dz’, 0) (8, 4) 


zu bringen, d.h. sie auf eine Verschiebung des gewöhnlichen 3-dimensionalen 
Raumes mit verschwindender Zeitkomponente zu reduzieren. Man beweist 
diese Behauptung, indem man zunächst durch eine Drehung des 3-dimen- 
sionalen Raumes bei unveränderter Zeit die Verschiebung auf die Form 
(dx’’,0,0, dt) bringt.. Es ist dann leicht einzusehen, daß man durch eine 
Lorentz-Transformation der Form (£, 12) diese Verschiebung auf die Form 
(dx’’’,0,0,0) bringen kannt). In dem Koordinatensystem, in welchem die 
Verschiebung die Form (8, 4) hat, stellen ihre Endpunkte A und B gleich- 
zeitige Ereignisse dar. In anderen Inertialsystemen ist aber di im allgemeinen 
von Null verschieden und kann, je nach dem verwendeten Koordinaten- 
system, entweder positiv oder negativ sein. Verschiedene Beobachter wer- 


den also die Ereignisse A und B in verschiedener zeitlicher Reihenfolge 
beobachten. 


2. Wenn ds?<.0 ist, nennen wir die ‚Verschiebung (dx, dy, dz, dt) zeitartig. 
Es läßt sich nämlich, ganz ähnlich wie im ersten Fall, beweisen, daß man 


eine Verschiebung mit ds? <0 durch eine passende Lorzntz-Transformation 
auf die Form 


(0,0,0, dt’), (8, 5) 


d.h. auf eine Verschiebung längs der Zeitachse reduzieren kann. Die. cha- 
rakteristische Eigenschaft einer solchen Verschiebung ist, daß das Vorzeichen 


!) Die allgemeinere Form (8, 4) gewinnt man durch eine weitere Drehung des 3-dimen- 
sionalen Raumes. 
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der Zeitkomponente durch die Transformation nicht geändert werden kann!). 
Die zeitliche Reihenfolge der Ereignisse A und B ist also in diesem Fall in- 
variant gegen Lorkntz-Transformationen. | 


Das wichtigste Beispiel einer zeitartigen: Verschiebung ist däs Element 
einer ‚Weltlinie, welche die Bewegung eines Teilchens mit einer Geschwindig- 
keit g<(c darstellt. Es ist nämlich allgemein 


dx?-+dy®-+dz? 


ds? = di? | Fr 


ruen 2) = di(g?— c?) N _ (8, 6) 


so daß aus g<c auch ds?<0 folgt. Damit haben wir die charakteristische 
Eigenschaft der Weltlinien, welche die Bewegung von gewöhnlichen physi- 
kalischen Teilchen darstellen, gewonnen: Es sind dies diejenigen Weltlinien, 
deren Elemente alle zeitartig sind. Ist die Verschiebung (dx, dy, dz, dt) das 
Element einer solchen Weltlinie, so läßt sie sich nach (8, 5) in einem be- 
stimmten Koordinatensystem in der Form 


(0,0,0,dı) (8, 7) 


schreiben. In diesem letzten Koordinatensystem hat das Teilchen nach (8, 6) 
eine verschwindende Geschwindigkeit, weshalb wir dieses Koordinatensystem 
als das Ruhsystem des Teilchens für den in Betracht gezogenen Augenblick 
bezeichnen?). Da ds? <0 ist, wird ds rein imaginär und wir können setzen 


ds =icdr. (8, 8) 


Die Größe dr, welche ebenfalls eine Invariante der LorEn'rz-Transformation 
ist, heißt das Intervall der Eigenzeit des Teilchens während der Verschiebung 
(dx, dy, dz, dt). 


3. Wenn ds?=0 ist, dann sprechen wir von einer Nullverschiebung oder 
einem Nullvektor. Eine solche Verschiebung kann man in keine der zwei 
früheren Formen (8, 4) oder (8,5) bringen: In jedem Koordinatensystem 
hat sie mindestens eine nichtverschwindende Raumkomponente un«d eben- 
falls nichtverschwindende Zeitkomponente. Wie man mit Hilfe der Formei 
(8, 6) sieht, ist jedes Element einer Weltlinie, welche einem mit Licht- 
geschwindigkeit bewegten Teilchen entspricht, eine Nullverschiebung. Solche 
Teilchen sind z. B. die Photonen, solange sie sich im Vakuum bewegen. In 
diesem Fall sind die Bewegungen im 3-dimensionalen Raum geradlinig und 
daher die sie darstellenden Weltlinien des 4-dimensionalen’ Raumes gerade 


1) Wenn man an Lorentz-Transformationen des Typus (4, 12) festhält. Das wesent- 
liche Merkmal dieser Transformation ist, daß in der letzten Formel ? und ?’ beide mit 
positiven Vorzeichen auftreten. Eine Änderung des Vorzeichens von ?’ in allen Formeln 
(4, 12) ist mit der Identität (3, 4) verträglich. Eine solehe Anderung würde aber be- 
deuten, daß der zeitliche Ablauf aller Erscheinungen sich genau umkehrt, was z.B. 
für thermodynamische Erscheinungen "physikalisch unannehmbar ist. Deshalb ist 
diese Umkehr der Zeit bei allgemeinen Betrachtungen auszuschließen. 


2) Nur wenn die Weltlinie eine Gerade ist, wenn also eine geradlinig-gleichförmige 
Bewegung vorliegt, ist das Ruhsystem des Teilchens für alle Zeiten dasselbe. 
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Linien. Es sind also nicht nur die unendlich kleinen Elemente dieser Linien, 
sondern auch deren endliche Teile Nullvektoren. Solche Geraden des Mm- 
kowskischen Raumes werden Nullinien genannt. 


Der spezielle Nullvektor, dessen z-Komponente verschwindet, hängt von 
zwei Zahlen a und £ ab und hat die Form 


(a, 6,0, + Ya? +22). (8, 9) 


Wenn wir alle Vektoren der Form (8, 9) betrachten, welche den gemein- 
samen Anfangspunkt O haben, dann wird von ihnen die Fläche eines Kegels 
gebildet, dessen Achse die i{-Achse ist und 

dessen Öffnungswinkel 45° beträgt (Fig. 4). Br je 

Im allgemeinen Falle, in welchem also auch 
die z-Komponente von Null verschieden sein 
kann, sagen wir, daß die von OÖ ausgehenden 
Nullvektoren eine (3-dimensionale) Hyper- 
kegelfläche bilden. Da die Nullvektoren die 
Bewegung von Photonen bzw. die Fort- 
pflanzung von Lichtstrahlen beschreiben, 
sprechen wir vom Lichtkegel des Weltpunktes 
O. Die den Halbachsen ?>0 bzw. #<0O 
entsprechenden Teile des Lichtkegels von O 
bezeichnen wir als den positiven Lichtkegel — 
oder einfach Vorkegel bzw. negativen Licht- Fig. 4 
kegel oder Nachkegel von O. 


Durch den Lichtkegel von O wird der Minkowskısche Raum in verschiedene 
Gebiete zerlegt, die wir folgendermaßen zusammenstellen können: 


a) Das Innere des Vorkegels zusammen mit den Punkten der vorderen 
Kegelfläche selbst. Das ist die Gesamtheit der Punkte P,, für die der Vek- 


tor OP, nichtpositives Längenquadrat (d.h. s®(OP,)<0) und positive Zeit- 
komponente hat. | 


b) Das Innere des Nachkegels und die auf seiner Fläche liegenden Punkte: 
Die Gesamtheit der Punkte P,, für die der Vektor OP, ebenfalls nicht- 
positives Längenquadrat, aber negative Zeitkomponente hat. 


c) Der außerhalb des Lichtkegels liegende Teil des Raumes: Die Gesamt- 
heit der Punkte P,, für die der Vektor 7 positives Längen quadrat hat. 


Betrachten wir ein Teilchen, welches vom Punkt O ausgeht und sich be- 
liebig bewegt, mit der einzigen Einschränkung, daß seine Geschwindigkeit 
g<c ist, so liegt seine Weitlinie innerhalb des Raumteiles a). Noch all- 
gemeiner wird jede von O ausgelöste Wirkung, die ja nach dem Relativi- 
tätsprinzip höchstens mit Lichtgeschwindigkeit sich fortpflanzen kann, nur 
Punkte P, des Bereichs a) erreichen können. Entsprechend ist die cha- 
takteristische Eigenschaft der Punkte P, des Raumteils b), daß man aus 
ihnen Teilchen schleudern bzw. Wirkungen auslösen kann, welche den Punkt O 

Papapetrou, Relativitätstheorle 3 
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erreichen können. Dagegen besteht zwischen O und den Punkten P. des 
Raumiteiles c) kein solcher Zusammenhang: Keine von O ausgelöste Wirkung 
kann P, erreichen und umgekehrt. 


8 9. Die allgemeine Lorentz „Transformation 


Die allgemeinste Transformation, welche die das Relativitätsprinzip aus- 
drückende Forderung (3, 4) bzw. (4,1) befriedigt, nennen wir die allgemeine 
LoRENTz-Transformation. Im Gegensatz dazu bezeichnen wir (4, 12) als die 
spezielle Lorentz-Transformation. 


Der Übergang von (4,12) zu der allgemeinen Lorentz-Transformation 
läßt sich in zwei Schritte zerlegen. Zunächst betrachtet man eine beliebig 
orientierte relative Translationsgeschwindigkeit der zwei Koordinatensysteme, 
behält aber dabei die Parallelität der neuen Achsen 0’x’,0'’y’,0'z’ zu 
0x,0y,0z bei; dann läßt man auch diese Parallelität der Achsen fallen. 
Am einfachsten führt man diese Verallgemeinerung auf Grund der Gruppen- 
eigenschaft der Lorentz-Transformation aus. Darunter verstehen wir im 
wesentlichen die Tatsache, daß, wenn (x, y, 2,2) > (x', y',2’,t’) eine LoRENTZ- 
Transformation und (z#’, y’,2’,t)> (x, y’’,2’',t’’) ebenfalls eine LoRENTz- 
Transformation ist, dann auch die Transformation (x, 9,2, (x, y’’,2’',''‘) 
eine Lorentzsche ist. Der Beweis folgt unmittelbar aus (4, 1). Daß nämlich 
(x,9,2,))> (x, y’,2’,t') eine Lorentz-Transformation ist, bedeutet einfach. 


dx? + dy2 + de? — 2 dt?= dx’? + dy'?+ d2'?— c?di’?. 
Ähnlich gilt 
ax? +dy’?+ da’? — 2di?= dx''?+dy'?-+ da’ 2 — c2 di''2. 
Daraus folgt 
dx? + dy? + d2?— c? di? = dx’? + dy''?+ de’? — c?di’’?, 


d.h. die zusammengesetzte Transformation (x, y, 2,1) > (x, y’’,2’',t’) ist 
ebenfalls eine Lorenrz-Transformation. 


Die Verallgemeinerung der Lorentz-Transformation für eine beliebig orien- 
tierte Translationsgeschwindigkeit läßt sich am einfachsten in der Weise 
durchführen, daß man die zu (4, 12) analogen Formeln für eine der y- bzw. 
2-Achse parallele Translation hinschreibt und diese drei speziellen |LoRENTz- 
Transformationen nacheinander ausführt. 


Die zweite Verallgemeinerung für beliebig orientierte Achsen läßt sich 
auf Grund der Bemerkung durchführen, daß die Drehungen des gewöhn- 
lichen 3-dimensionalen Raumes, hei unverändert gehaltener Zeit, ebenfalls 
zu der allgemeinen Lorzxtz-Transformation gehören. Es genügt dann also, 
zu den speziellen Lorentz-Transformationen solche Drehungen hinzuzufügen, 
um die Parallelität der Achsen aufzuheben. 


Im übrigen werden wir uns für die genaue formelmäßige Darstellung der 
allgemeinen Lorzentz-Transformation nicht interessieren, sondern nur die 
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Tatsache berücksichtigen, daß es sich nach (4,9) um eine lineare Trans- 

fornıation handelt. Führen wir also die schon in $ 4 erwähnte, in der Dar: 

stellung der 4-dimensionalen Geometrie übliche Bezeichnung (4, 2) ein, 
=, = Z=%,. elmeiı 


so wird diese Transformation von der Form sein: 
4 
DL? ((=1,2,3,4), (9,1) 
ul 


wobei die Elemente der Transformationsmatrix -a,, Konstante sind!). Setzt 
man (9,1) in (3, 3) ein, 
4 3 
> (Dei Kuliv Kr — Au Ku Adv %) == x; x’-+ x; — %, 
a,v=1l i=1 
und vergleicht man dann die an beiden Seiten auftretenden. Koeffizienten 
von %,%,, so ergeben sich für a,, die zehn Bedingungen 


3 
PX is — Ay Av = Nur (9, 2) 


i=1 


wobei n„, die Bedeutung (4, 5) hat. 


Für die spezielle Lorenrz-Transformation (4, 12) lautet die in (9, 1) auf- 
tretende Matrix @o,: 


1 
—— 00 
) 10 
Gou”F . 
= 0 01 
sep, 0 
yı—ß2? 
Weil ——>1 und 


De 


1) Noch allgemeiner hätte man zu schreiben 
RS 


4 Pa 
, 7 rt 
4m 2 Con #u t Pos 
u= 


wobei die Konstanten ß, eine willkürliche Wals des Anfangspunktes des zweiten Koordi- 
natensystems beschreiben. Für die physikalischen Anwendungen der speziellen Rela- 
tivitätstheorie sind aber die Konstanten ß, ohne Bedeutung. 


3% 
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ist, kann man setzen 


‚Die erste und vierte der Gleichungen (4, 12) nehmen dann die Form 
= 3, C0[y+%,6iny; 
x, = x, Siny+x,Cojy 


.an. Diese Formeln sind sehr ähnlich denjenigen, welche die gewöhnliche 
Drehung eines 2-dimensionalen kartesischen Koordinatensystems beschreiben. 
Daß hier die hyperbolischen statt der gewöhnlichen trigonometrischen Funk- 
tionen auftreten, hat seinen Grund darin, daß in (3, 3), 


‚2 
. Ki 


3 

2_ 2 _22 

-y=-)% % 
i=1 i=1 


das Quadrat der vierten Koordinate mit dem negativen Vorzeichen eingeht. 


Statt der in (4,2) definierten reellen Koordinate x,= ct kann man die 
rein imaginäre Koordinate 


mich (9, 3) 


einfübren. Dann nimmt (3, 3) die Gestalt 
| > 2 > 2 
2 x, =2 % (9, 4) 


an, d.h. genau diejenige Form, welche die verallgemeinerten Drehungen 
der kartesischen Koordinatensysteme in einem 4-dimensionalen euklidischen 
Raum definiert. Die allgemeine Lorentz-Transformation lautet jetzt 


R 
= 2 uk ((=0,1,2,3). (9,5) 
u=0 
Führt man (9, 5) in (9,4) ein, so ergeben sich für @,. die Bedingungen 


3 
2 Gen ST Zu Öurs (9, 6) 
e> 


wobei ö,, die übliche Bedeutung hat: 
öw=1 wenn u=r, Ö6w=0 wenn u#v. (9, 7) 


Die Beziehungen (9,.6) sind von derselben Form wie diejenigen, welche die 
Drehungen eines euklidischen Raumes definieren. Mit Hilfe von (9, 6) läßt 
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sich (9, 5) unmittelbar nach x, auflösen. Multiplizieren wir nämlich (9, 5) 
mit ag, SO folgt nach Summation über e: 


3 3 
Lanz = PX PAIZDE -23 PIE FR 


Die letzte Summe ist aber nichts anderes als x,, so daß gilt: 
3 
BEI UN: (9, 8) 
e=0 


Wenn man (9, 8) in (9, 4) einführt, erhält man die mit (9, 6) gleichwertigen 
Bedingungen 
3 


Au &rg = Öp: (9, 9) 
oe=0 
Wir geben noch die der Formel (9, 5) entsprechende Matrix a,, für die 
spezielle Lorentz-Transformation (4, 12) an. Schreiben wir die erste und vierte 
der Gleichungen ji 12) in der Form j 


en 


x 


| 1 
7 (x-Hißicı), ee 


so folgt unmittelbar 


EI 
np NR 
Gun i . . (9, 10) 


0 01 0 
wi 6, ee 
n=# Yi=p 


Dabei haben wir den Indizes o und u der Reihe nach die Werte 1, 2,3 und O0 
gegeben, um einen leichten Vergleich mit den früheren, bei Verwendung 
der reellen Koordinate x, gewonnenen Formeln zu ermöglichen. Auch hier 
läßt sich formale Übereinstimmung mit den Formeln. der Drehung eines 
2-dimensionalen kartesischen Koordinatensystems erreichen. Es genügt 
dafür, einen rein imaginären Winkel @ einzuführen, so daß | 


1. ; iB. 
CSYy=—— siny=——— 
yl—ß? 1— ß? 
In der Tat wird dann aus der ersten und vierten der Gleichun gen (4,12) 
%=%]0059-+ %,8ino, 
H=—-%4SNnYP-+X%,008Yp. 
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Es sei aber, nochmals betont, daß die durch Verwendung der Koordinate x, 
erreichte Zurückführung des Mınkowskıschen auf einen euklidischen Raum 
rein formal ist. Der euklidische Raum ist nämlich reell. Hier aber sind nur 
die Koordinaten x,, %, und x, reell, während x, rein imaginär ist. Dem- 
entsprechend werden auch die Elemente &,1, &oa; &yg SOWIE Aig; Ray: go der 
Transformationsmatrix rein imaginär. Trotzdem ‚macht man in der spe- 
ziellen Relativitätstheorie oft von der Koordinate x, Gebrauch, weil dies 
gewisse Vereinfachungen der Rechnungen ergibt. 


$ 10. Vierdimensionale Vektoren. Der Geschwindigkeitsvektor 


Wie im gewöhnlichen 3-dimensionalen, so geht auch im Miınkowskischen 
Raum der verallgemeinerte Vektorbegriff aus einer (endlichen oder unendlich 
kleinen) Verschiebung hervor. Die mathematische Definition: ist folgende: 
Ein Vektor ist eine 4-komponentige Größe — d.h. eine Größe, die sich durch 
die Angabe von vier Komponenten bestimmen läßt —; bei Koordinaten- 
transformationen ändern sich diese Komponenten nach derjenigen Formel, 
die für die Transformation der Komponenten einer Verschiebung gilt. Letztere 
Formel ergibt sich unmittelbar durch Differentiation von (9, 5): 


3 
dx; = T Aogn AXu. (10,1) 
B=0 


Wenn wir also ‘die Komponentan eines beliebigen Vektors im ungestrichenen 
Koordinatensystem mit A, bezeichnen, so müssen seine Komponenten im 
gestrichenen Koordinatensystem durch 


3 
A, —— 2, Gen Au (10, 2) 
p=0 


gegeben sein. 


Im nächsten Kapitel werden wir bei der Entwicklung der relativistischen 
Dynamik einige physikalisch wichtige Vektoren kennenlernen. Später wer- 
den wir den noch allgemeineren Begriff des Tensors definieren müssen. Hier 
wollen wir nur denjenigen 4-dimensionalen Vektor definieren, welcher die 
Grundlage der relativistischen Kinematik bildet: den 4-dimensionalen Ge- 
schwindigkeitsvektor eines bewegten Teilchens. Mathematisch zeichnet sich 
dieser Vektor dadurch aus, daß er durch die einfachste Operation, d.h. Divi- 
sion einer Verschiebung durch eine skalare Größe, entsteht. Dabei bedeutet 
eine skalare Größe, ähnlich wie in der 3-dimensionalen Geometrie, eine (ein- 
komponentige) Größe, die sich bei Koordinatentransformationen nicht ändert. 


In der Newronschen Mechanik definieren wir den 3-dimensionalen Ge- 
schwindigkeitsvektor, indem wir die Verschiebung (dx, dy, dz)' des Teilchens 
während des Zeitintervalls di durch di dividieren: 


_ (4% day dz 
rer), 
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Diese Definition. ist deshalb gerechtfertigt, weil in der Nzwronschen Mechanik 


die Zeit £ und deshalb auch di bei Koordinatentransformationen invariant 
bleibt. 


Im Miınkowskischen Raum müssen wir zunächst eine 4-dimensionale Ver- 
schiebung zugrunde legen, d.h. ein Element der u Bewegung des Teilchens 
beschreibenden Weltlinie: 


dx, = (dx, dy, dz,icdt). (10, 3) 

Ferner ist zu beachten, daß jetzt di keine Invariante ist, die vier Ab- 
d 

leitungen ze also keinen Vektor bilden. Die einzige Invariante, die sich 


an Stelle von dt verwenden läßt, ist die durch. (8, 3) definierte 4-dimensionale 
Länge ds der Verschiebung dx,. Nun interessieren wir uns aber vor allem 
für die physikalisch möglichen Bewegungen von gewöhnlichen materiellen 
Teilchen, d.h. für Bewegungen mit ‚Unterlichtgeschwindigkeit; und gerade 
bei solchen Bewegungen ist ds?<0, also ds rein imaginär. Dazu kommt 
noch der Umstand, daß ds die Dimension von cdthat. Am zweckmäßigsten 
werden wir also zur Bildung des Geschwindigkeitsvektors nicht ds selbst, 


sondern u ‚d.h. nach (8, 8) das Eigenzeitelement dr des bewegten Teilchens 


verwenden. Wir definieren also die 4-dimensionale Geschwindigkeit u, des 
Teilchens durch 


W777 ic —. (10, 4) 


Es sei noch bemerkt, daß die Wahl von dr auch in einer anderen Hinsicht 
zweckmäßig ist. Es Holgt nämlich aus (8, 6) und (8, 8) 


q? 
de= dt |/ 1 — = (10, 5) 
Daher gilt 
dr>dt für .- 


Wie wir im nächsten Kapitel ausführlich beweisen werden, geht die rela- 


tivistische Mechanik im Falle I< l in die Newronsche Mechanik über. Es 


ist deshalb befriedigend, daß in diesem Fall die relativistische Invariante dr 
in die für die Newronsche Mechanik invariante Größe di übergeht. 


Ausführlich geschrieben lautet die Formel (10, 4) nach (10, 5) 


e_, ee, - ı un (10,6) 
c c c 
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Es ergibt sich daraus die Identität 


3 
w=— c2. (10, 7) 


e=0 


Von den vier Komponenten %, der 4-dimensionalen Geschwindigkeit sind 
also nur drei voneinander unabhängig. Die linke Seite von (10, 7) stellt das 
der Definition (8, 2) entsprechende Quadrat der Länge des Vektors u, dar. 
Daß diese Größe negativ ausfällt, hängt offenbar mit der aus (8, 6) folgenden 
Bemerkung zusammen, wonach jedes Element der (4-dimensionalen) Bahn 
eines mit Unterlichtgeschwindigkeit bewegten Teilchens eine zeitartige Ver- 
schiebung ist. Es sei bei dieser Gelegenheit noch bemerkt, daß die Gleichungen 
(10, 4) bzw. (10, 6) nur für Bewegungen mit Unterlichtgeschwindigkeit sinn- 
voll bleiben, da für g=c die Komponenten «, unendlich groß werden. Für 
den Spezialfall g—=c (Bewegung von Photonen) ist also die Definition (10, 4) 


unbrauchbar. 
Wir geben noch für spätere Anwendungen die angenäherte Form von % 
für den Fall langsamer Bewegungen, z <l, an: 


Ug Fr (9x, 99: Is; TC). (10, 8) 


Kapitel II 
DYNAMIK DES MASSENPUNKTES 


$ 11. Der 4-dimensionale Impulsvektor 


In diesem zweiten Kapitel wollen wir die relativistische Dynamik des 
Massenpunktes entwickeln. Dabei werden wir von der historischen Ent- 
wicklung ganz absehen müssen, da dieser Weg zwar besonders lehrreich, 
dafür aber auch langwierig und mühsam ist. Unser Ziel dagegen ist, die 
relativistische Dynamik, deren Entwicklung schon vor längerer: Zeit völlig 
abgeschlossen wurde, in möglichst kompakter und übersichtlicher Weise 
darzustellen. Dieses Ziel wird am besten durch eine passend gewählte syn- 
thetische Darstellung erreicht. 


Zu einer besonders klaren und gleichzeitig auch sehr allgemeinen Formu- 
lierung gelangt man, wenn man sich von den Erhaltungssätzen der Mechanik 
führen läßt. Einen solchen Weg wollen wir hier einschlagen. Deshalb müssen 
wir mit einer kurzen Zusammenstellung der Erhaltungssätze der NEWToX- 
schen Mechanik beginnen. 


In der Newronschen Mechanik gibt es im wesentlichen drei fundamentale 
Erhaltungssätze. Es sind dies die Sätze von der Erhaltung der Masse, des 
Impulses und der Energie. Der erste Satz bezieht sich auf jeden einzelnen 
Körper und besagt, daß, solange dieser Körper als Ganzes erhalten wird, 
seine Masse unverändert bleibt. Eine für die folgenden Überlegungen be- 
sonders wichtige Tatsache haben wir schon in $ I erwähnt: Bei dem durch 
die Gauiter-Transformation (I, 2) beschriebenen Übergang von einem Iner- 
tialsystem (x, y,z) zu einem anderen (x’, y’, 2’) bleibt der Wert der Masse 
unverändert. Es gilt also, wenn wir mit m bzw. m’ den Wert der Masse. 
im Koordinatensystem (x, y, 2) bzw. (x, y’, z’) bezeichnen, 


m=m'. (11,1) 


Die Sätze von der Erhaltung von Impuls und Energie gelten nicht mehr 
getrennt für jeden einzelnen Körper, sondern nur für isolierte Systeme von 
materiellen Körpern: Die Summen der Impulse und der Energien aller Körper 
des isolierten Systems, wenn man alle an einem und demselben Zeitpunkt ? 
nimmt, sind unabhängig von der Zeit i. Ein weiterer Unterschied zum Er- 
haltungssatz für die Masse besteht darin, daß sich beim Übergang von einem 
Inertialsystem (x, y,2) zu einem anderen. (x’, y’, 2’) die Werte des Gesamt- 
impulses und der Gesamtenergie eines gegebenen Systems ändern. 


Es ist leicht zu finden, wie sich der Impuls eines’Körpers bei der durch 
die Gauiter-Transformation (1, 2) beschriebenen Änderung des Koordinaten- 
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systems verändert. Die Geschwindigkeitskomponenten des. Körpers in den 
Koordinatensystemen (x, y,2) und (#, y, 2’) sind durch (1,4) verbunden: 


[4 


BR Yyaydı G=I- 
Beachtet man ferner, daß der Impuls des Körpers durch 
p=mqg bzw v=m’g (11, 2) 
gegeben ist — wobei nach (/1,1) m’=m gilt —, so folgt unmittelbar 
= mi, Y=dy DB=be: (11, 3) 


Diese Beziehung stellt die Transformationsformel für den Impuls in. der 
Newronschen Mechanik dar. | 


Stellt man nun die Gleichungen (11,3), (11,1) zusammen, so erhält man- 
das Gleichungssystem . 


= m, b=d, bk=b; m=m, (11, 4) 
welches eine vollständige Analogie zur GALiLei-Transformation (7, 2), (1, 3), 
x“=x-iv, y=y, !=2, ti=t, (11, 5) 


aufweist. Dabei treten die Impulskomponenten #,,?y, d; an die Stelle der 
Koordinaten x, y,z und die Masse m an die Stelle der Zeit i#. Durch diese 
Analogie wird die Annahme nahegelegt, daß beim Übergang von der Newrox- 
‚schen zur relativistischen Mechanik die Beziehung (11, 4), ähnlich wie (11, 5), 
ungültig wird und. durch eine der Lorkntz-Transformation (4, 12) analoge 
Beziehung zu ersetzen ist. Wir führen also folgendes Postulat ein: In der 
relativistischen Mechanik stellen die vier Größen ,,?y, ?; und mc dieKompo- 
nenten eines 4-dimensionalen Vektors 5, des Mınkowskischen Raumes dar. 
Die ausführliche Zuordnung lautet 


hı=tiı, PB=ds Pd; Pızme. (11, 6) 


Wie wir in den folgenden Abschnitten zeigen werden, ist durch dieses Postu- 
lat der Übergang von der Newronschen zur relativistischen Dynamik in 
allen wesentlichen Zügen eindeutig festgelegt. Den Vektor f, dürfen wir 
als den 4-dimensionalen Impuls des betreffenden Körpers bezeichnen. Er 
wird auch der Energie-Impulsvektor des Körpers genannt, weil, wie in $ /4 
gezeigt wird, die Komponente #, bis auf einen konstanten Faktor mit der 
Gesamtenergie des Körpers identisch ist. Statt der reellen Komponente 
P,= mc verwendet man oft die rein imaginäre Größe 


dp, = time, (1, 7) 


die der durch (9, 3) eingeführten rein imaginären Koordinate x,=ict ent- 
spricht. | 


$ 11. Der 4-dimensionale Impulsvektor 43 


Allein die Forderung, daß ?, ein Vierervektor ist, genügt natürlich nicht, 
um die genaue Struktur dieses Vektors zu bestimmen. Dies wird erst mit 
Hilfe einer weiteren, rein physikalischen Forderung erreicht. Erinnern wir. 
uns nämlich, daß Abweichungen von der Newronschen Mechanik erst bei 
Bewegungen mit Geschwindigkeiten von der Größenordnung der Licht- 
geschwindigkeit beobachtet wurden, so müssen wir noch fordern, daß bei 
Bewegungen mit q<c alle Formeln der relativistischen Dynamik in die” 
entsprechenden Formeln der Nzwronschen Mechanik übergehen. Beachtet 
man also, daß in der Nzwronschen Mechanik nach (11, 2) Impuls und Ge- 
schwindigkeit einander parallel sind, so muß auch 5, der durch (10,4) defi- 
: nierten 4-dimensionalen Geschwindigkeit #, des Körpers proportional sein. 
Es wird also 

Du =mU.; (11, 8): 


wobei m, ein den Körper charakterisierender Proportionalitätsfaktor ist. 
Es sei noch bemerkt, daß m, eine skalare Größe sein muß, da in (11, 8) beide 
Größen P. und u. (4- dimensionale) Vektoren sind. 


Führen wir in (11, 8) die durch (10, 6) gegebenen Werte der Geschwindig- 
keitskomponenten «, ein, so folgt (mit ,=9, %= 4 42 9;) 


MM ER .ga_1 
De i=1,2,3; Be 2), (11, 9) 


(11, 10) 


BER... 
Pi= pe 


Gleichung: (11, 9) zeigt, daß, wie in der Nzwronschen Mechanik, so auch hier 
der gewöhnliche (3-dimensionale) Impuls des Körpers seiner (3-dimensionalen) 
Geschwindigkeit proportional ist. Den Proportionalitätsfaktor 


m = — (11,11) 


werden wir als die Inertialmasse oder einfach als die Masse des Körpers be- 
zeichnen. Gleichungen (71,9), (11,10) lassen sich dann auch so schreiben: 


p=mg, Pı=me. (11, 12) 


Betrachten wir die Bewegung eines Körpers von verschiedenen Inertial- 
systemen aus, so wird in diesen Koordinatensystemen die Geschwindigkeit q 
des Körpers verschiedene Werte annehmen. Da nach (11, 8) m, eine ‚skalaıe 
Größe ist, d.h. in allen Koordinatensystemen denselben Wert hat, folgt, 
daß die Masse m des Körpers in verschiedenen Koordinatensystemen ver- 
schiedene Werte haben wird. Betrachten wir insbesondere dasjenige Inertial- 
system, in welchem g= 0 ist, so wird in ihm nach (11,11) m=m,. Danach 
stellt m, den Wert der Masse in demjenigen Koordinatensystem dar, in 


44 II. Dynamik des Massenpunktes 


welchem der Körper ruht. Dementsprechend bezeichnet man m, als die 
Ruhmasse des Körpers. 


Physikalisch interessanter ist die Frage, ob bei Zugrundelegung eines 
gegebenen Koordinatensystems ein sich mit veränderlicher Geschwindigkeit 
bewegender Körper ebenfalls eine veränderliche Masse m, entsprechend einer 
konstanten Ruhmasse m,, besitzt. Diese Frage ist zu bejahen, solange der 
Körper unverändert bleibt, da nach (11, 8) m, eine den Körper charakteri- 
sierende Größe sein muß. Nur in besonderen Fällen, bei welchen eine Ände- 
rung des inneren Zustandes des Körpers auftritt, kann sich m, ändern. Ge- 
nauer werden wir das Verhalten von m, wie auch seine physikalische Be- 
deutung durch die Ausführungen der folgenden Abschnitte und die darin 
diskutierten konkreten Beispiele kennenlernen. 


$ 12. Der relativistische Erhaltungssatz 


Wir betrachten zunächst ein einziges, mit keinen weiteren Körpern wechsel- 
wirkendes Teilchen. Die Erhaltung des Impulses wird unter Beachtung 
von (71,9) durch die Beziehung 


di; = const (=1,2,3) (12,1) 


ausgedrückt. Es wäre naheliegend, auch die Konstanz der Komponente #, 
zu fordern, da ja alle vier Größen $, als Komponenten eines Vektors eng 
miteinander zusammenhängen. Dabei könnte man sich aber etwas unsicher 
fühlen, da #, proportional der Masse m ist, welche nach den Ausführungen 
am Ende des $ 11 keineswegs allgemein konstant bleibt. Man hilft sich nun 
mit der Bemerkung, daß sich das isolierte Teilchen notwendig mit konstanter 
Geschwindigkeit bewegen muß. Es folgt dann aus (10,6), daß auch die 
4-dimensionale Geschwindigkeit «, konstant ist, so daß aus (12,1) auch 
m, = const folgt. Schließlich wird also auch 


Da > const. 


Umgekehrt ist die Konstanz aller vier Komponenten #, erforderlich, um 
daraus auf die gleichförmige Bewegung des isolierten Teilchens schließen 
zu können. Dementsprechend entscheiden wir uns, als Erhaltungssatz der 
relativistischen Dynamik für den Fall eines isolierten Teilchens die Beziehung 


p. = const (@a=1,2,3,4) (12,2) 


einzuführen. Die physikalische Bedeutung der letzten Komponente dieser 
Gleichung, ?,= const, ist vorläufig noch unklar. Sie wird sich erst aus der 
Diskussion des $ /4 ergeben. 


Wir gehen nun zum Fall mehrerer, miteinander wechselwirkender Teilchen 
über. Wenn es sich dabei um eine Wechselwirkung handelt, die sich auch 
bei endlicher Entfernung der betreffenden Teilchen bemerkbar macht, dann 
wird man zu ihrer vollen Beschreibung den Begriff des Kraftfeldes benötigen. 
Wie wir aber aus der ausführlichen Diskussion des elektromagnetischen Feldes 
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gelernt haben, ist in einem solchen Falle auch eine zu dem Kraftfeld ge- 
hörende kontinuierliche Verteilung von Impuls und Energie im Raum vor- 
handen. Bei Wechselwirkung auf endliche Entfernungen wird man also 
im wesentlichen mit einem Kontinuum zu tun haben. Die Mechanik des 
Kontinuums werden wir aber erst im Kapitel IV behandeln. Hier inter- 
‘ essieren wir uns lediglich für die relativistische Dynamik der Massenpunkte. 
Daher müssen wir die einschränkende Annahme einführen, daß die Wechsel- 
wirkung nur bei äußerst kleinen Entfernungen der Teilchen auftritt, daß 
mit anderen Worten die Teilchen nur durch Stoßprozesse miteinander wechsel- 
wirken. 

Der relativistische Erhaltungssatz für ein System von Teilchen, welche 
nur untereinander, aber sonst mit keinen weiteren Körpern wechselwirken, 
wird durch die unmittelbare Verallgemeinerung von (12, 2) gegeben: 


Npd.=const (a=1,2,3,4). (12, 3) 


Dabei ist die Summation über alle Teilchen des Systems auszuführen, und 
zwar in der Weise, daß man für jedes Teilchen den Wert von ?, zu ein und 
demselben Zeitpunkt {nimmt. Da wir angenommen haben, daß die Teilchen 
nur durch Stöße untereinander wechselwirken, folgt, daß.sich jedes Teilchen 
im ganzen durch zwei aufeinanderfolgende Stöße begrenzten Zeitintervall 
frei bewegt. In diesem ganzen Intervall bleibt also nach (72, 2) der 4-dimen- 
sionale Impuls #, des Teilchens. konstant. Änderungen der individuellen 
Werte von ?„ treten nur bei den Stoßprozessen auf. Daher kann man den 
allgemeinen Erhaltungssatz (12,3) nicht nur auf das System als Ganzes 
anwenden, sondern auch getrennt auf diejenigen Teilchen, die an einem 
bestimmten Stoßprozeß teilnehmen. 

Bezeichnet man z.B. mit #, und: 2, die Werte des 4- dimensionalen Im- 
pulses der zwei an einem Stoß beteiligten Teilchen, so besagt Gleichung 
(12, 3), daß die Summe #,-+-p vor und nach dem Stoß denselben Wertähat. 
Für «=1,2,3 drückt dies die Erhaltung. des Impulses in der uns aus der 
Newronschen Mechanik her bekannten Form aus. Für @=4 dagegen er- 
gibt sich aus (12, 3) 


Da+ Di = const, ; (12, 4) 
oder unter Beachtung von. (11, 12) 
m + m’= const. (12, 5) 


Die einzelnen Werte m und m’, deren Summe nach (12, 5) konstant bleibt, 
ändern sich im allgemeinen bei jedem Stoßprozeß, wie man es z.B. bei den 
in $ 17 durchgerechneten Stoßproblemen sehen kann. Daraus folgt, daß 
die vierte Komponente des Erhaltungssatzes (12, 3), | 


ds = const, (12, 6) 
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überhaupt keine Beziehung zur Newroxschen Erhaltung der Masse hat. 
Wie wir in $ 14 sehen werden, drückt die Gleichung (12, 6) in Wirklichkeit 
den Energiesatz aus. 


. Auch die Konstanz der Ruhmasse eines Teilchens, die wir bei einem iso- 
_lierten Teilchen aus dem Erhaltungssatz (12, 2) unmittelbar ableiten konnten, | 
stellt im Falle mehrerer Teilchen keine notwendige Folge des allgemeinen 
Erhaltungssatzes (12,3) dar. Die Richtigkeit dieser Behauptung läßt sich 
am einfachsten durch die Anwendung des. Satzes (12, 6) auf ein spezielles 
Beispiel beweisen. Wir betrachten den Stoß von zwei gleichgroßen Körpern, 
die sich vor dem Stoß mit entgegengesetzt gleichen Geschwindigkeiten q 
und —q bewegen. Ferner sei. der Stoß völlig unelastisch, so daß nach dem 
Stoß beide Körper die Geschwindigkeit Null haben werden. Wir bezeichnen 
den Wert der Ruhmasse jedes einzelnen Körpers vor dem Stoß mit m,, nach 
dem Stoß dagegen mit m,. Es folgt dann aus dem Erhaltungssatz (12, 6), 
unter Beachtung von (11,10) und der Tatsache, daß g* =0 ist: 


TE la 8-2). (12, 7) 


Durch den unelastischen Stoß wurde also die Ruhmasse vergrößert. Wie wir 
in $ 15 zeigen werden, tritt eine Änderung der Ruhmasse bei allen Prozessen 
auf, bei denen kinetische Energie erzeugt bzw. verbraucht wird, d.h. bei 
denjenigen Prozessen, welche nicht rein mechanisch sind. Dagegen bleiben 
bei allen rein mechanischen Prozessen die Ruhmassen der beteiligten Teilchen 
unverändert. Insbesondere gilt dies für den völlig elastischen Stoßprozeß. 


$ 13. Die dynamische Grundgleichung 


Interessiert man sich für die ausführliche Beschreibung. der Bewegung 
eines Teilchens, so kann man dies in der Newroxschen Mechanik mit Hilfe 
der dynamischen Grundgleichung erreichen. Diese lautet, wenn wir in üb- 
licher Weise die Vektoren des gewöhnlichen (3- dimensionalen) Raumes mit 
Frakturbuchstaben bezeichnen: 


ty =m Fr (13, 1) 


Dabei bedeutet % die auf das betreffende Teilchen von allen mit ihm wechsel- 
wirkenden Körpern ausgeübte Gesamtkraft. Handelt es sich z. B. um eine 
Stoßwechselwirkung, so ist % die bei den aufeinanderfolgenden Stoßvorgängen 
auf das betreffende Teilchen ausgeübte Kraft. Übrigens kann man die dy- 
namische Grundgleichung (13,1) auch für. den Fall der Bewegung des Teil- 
chens in einem Kraftfeld, z.B. in einem ‚elektromagnetischen Feld, ver- 
wenden, unter der Voraussetzung, daß man dieses Feld durch eine vorherige 
Rechnung — welche offenbar im Rahmen der entsprechenden Feldtheorie 
auszuführen ist — schon bestimmt hat, so daß bei der Verwendung von (13, 1) 
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die Kraft % als vorgegeben zu betrachten ist. Unsere Aufgabe besteht nun 
darin, durch passende Verallgemeinerung von (13,1) die Grundgleichung 
der relativistischen Dynamik aufzustellen. 


In der Newronschen Mechanik kann man wegen (11, 2), 
p=mg, 
die dynamische Grundgleichung (13,1) auch in der Form 


_ dr (13, 2) 


schreiben, da die Masse m als eine konstante Größe angenommen wurde. 
In der speziellen Relativitätstheorie dagegen sind die beiden Gleichun gen 
(13,1) und (13,2) nicht mehr miteinander gleichwertig. Es gibt nun ein 
wichtiges Argument, welches dafür spricht, der Beziehung (!3, 2) den Vorzug 
zu geben und sie als die Grundgleichung der relativistischen Dynamik zu 
wählen. Betrachten wir einen Stoß zwischen zwei Teilchen und schreiben 
wir die Beziehung (13, 2) für jedes Teilchen: 


d dp' 
= FR = — (13, 3) 


p bzw. p’ ist dabei der Impuls des ersten bzw. des zweiten Teilchens, % die 
vom zweiten Teilchen auf das erste und %’ die vom ersten Teilchen auf das 
zweite ausgeübte Kraft. Berücksichtigen wir noch den Satz von der Gleich- 
heit von Wirkung und Gegenwirkung, 


+ g=0, 13, 4) 


so folgt daraus 
d 
Sn \— 1 
zetrmD=d (25, 5) 
d.h. der Satz von der Erhaltung des Impulses / 
p+p’= const. 


Hätten wir dagegen die Beziehung (13,1) zugrunde gelegt, so könnten wir 
diese Schlußfolgerung nur im Falle konstanter Masse aufrechterhalten. Da 
nun in der speziellen Relativitätstheorie die Masse im allgemeinen veränder- 
lich ist, so hätten wir bei Zugrundelegung von (13,1) entweder auf den 
Impulssatz oder auf die Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung ver- 
zichten. müssen. Wir entschließen uns daher, um auch das Gesetz von der 
Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung in die spezielle Relativitätstheorie 
übertragen zu können, für die Wahl von (13,2) als Grundgleichung der 
rölativistischen Dynamik. 

Führen wir in (1/3, 2) die nach (11,12) auch in der speziellen Relativitäts- 
theorie gültige Beziehung 

p=mg 
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ein, so ergibt sich 
g=m— + —4- (23, 6) 


Man ersieht daraus, daß die Kraft nicht mehr allgemein proportional der Be- 
schleunigung und sogar nicht mehr zu ihr parallel zu sein braucht. Nur bei 
denjenigen. speziellen Bewegungen, bei welchen 


dın BEN 

di >= 0 (13, 4 J 
ist, wird die Kraft, ähnlich wie in der Newronschen Mechanik, der Be- 
schleunigung proportional. Die physikalische "Bedeutung von (13, 7) läßt 
sich für den besonders wichtigen Fall eines Teilchens mit konstanter Ruh- 
masse unmittelbar angeben. Nach (11,11) ist nämlich im Falle m, = const 
die Bedingung (13, 7) mit 


——=0 (13, 8) 


gleichbedeutend. Daraus folgt, da wegen (13,7) jetzt %= m = ist, daß 


(dN)=0. (13, 9) 


Der Fall (73, 7) liegt also dann vor, wenn die Kraft auf der Geschwindigkeit 
dauernd senkrecht steht, wie z. B. bei der Bewegung eines geladenen Teilchens 
in einem magnetostatischen Feld. 


Für eine allgemeinere Diskussion von (13, 6) ist es zweckmäßig, die Kraft % 
dq 


und die Beschleunigung a 


in Komponenten senkrecht und parallel zu q 


zu zerlegen; 


= +8 ; 
dq__|da dq‘ (13, 10) 
an (7),+ el, 
Es folgt dann aus (13, 6) 
a _ „(da 
5,—m AR (23, 11) 


S-=m| at AR (13, 12) 
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Die letzte Gleichung kann man in eine einfachere Form bringen. Setzt’ man 


nämlich 
dq 
am 
und multipliziert die zweite Gleichung in (13, 10) skalar mit q, so folgt 
da _, 4 _s 
| di urn 
Es ist also 
l dq 
ar Tu 


Damit nimmt (13, 12) die Form an 


dm di (ea 

ı m urn . + 13 
5 (Im+ ge) Gr, (13, 18) 
Wir wollen noch den in der Klammer der rechten Seite von (13, 13) stehen- 
den Ausdruck für den physikalisch besonders wichtigen Fall eines Teilchens 
mit konstanter Ruhmasse ausrechnen. Da in diesem Fall die Masse m nur 
durch die Größe g von der Zeit ö abhängt, ist 

dm dm dg 


m ———— g u 


dt dg di 


dm mg 
dag dag? 
so daß schließlich 
m da | 

= —I—, 3, 14 

Fı Pr (7, (13, 14) 
1-7 
c 


Die Verhältnisse der zueinander entsprechenden Kraft- und Beschleunigungs- 
komponenten, 


(13, 15) 


Papapetrou, Relativitätstheorie 4 
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bezeichnet man oft, besonders in der älteren Literatur, als die transversale 
bzw. die longitudinale Masse des Teilchens. 


Es sei an dieser Stelle noch bemerkt, daß die Grundgleichung der rela- 
tivistischen Dynamik eine unmittelbare experimentelle Bestätigung erhalten 
hat. Dies hängt mit. den Ablenkungsversuchen von Elektronen in elektro- 
statischen ‘bzw. magnetostatischen Feldern zusammen. Bekanntlich hatte 
man diese Versuche zur Bestimmung der Masse von geladenen Teilchen an- 
gestellt. Die Ergebnisse hatten zunächst zu wohldefinierten Massen der 
Teilchen geführt. Als man aber später mit Elektronen größerer kinetischer 
Energie experimentierte, stellte sich eine Diskrepanz heraus, die mit wachsen- 
der Elektronenenergie immer größer wurde. Die gemessenen Ablenkungen 
waren nämlich kleiner als die aus dem Newrosschen Grundgesetz (13,1) 
berechneten, was eindeutig darauf hinwies, daß mit wachsender Energie 
der Elektronen ihre Masse wächst. Genauere Messungen haben dann zu 
einer quantitativen Bestätigung der Formel (11,11) für die Abhängigkeit 
der Masse von der Geschwindigkeit, bei konstant bleibender Ruhmasse m,; 
geführt. Die Konstanz der Ruhmasse entspricht übrigens durchaus unseren 
Erwartungen, da es ja ersichtlich keinen Grund für eine Änderung des inneren 
Zustandes der Elektronen bei den Ablenkungsversuchen gibt. 


$ 14. Der Satz von der Trägheit der Energie 


Wir betrachten ein Teilchen mit konstauter Ruhmasse m,, welches sich 
in einem gegebenen Kraftfeld bewegt. Ist q die Geschwindigkeit des Teilchens 
zum Zeitpunkt ?, so wird seine Verrückung im Zeitelement di 


de=gadt. 


Die Arbeit der auf das Teilchen einwirkenden Kraft % definieren wir durch 
die von der Newronschen Mechanik her bekannte Formel 


Führen wir in diese Beziehung die dynamische Grundgleichung (13, 6) ein, 
so folgt 


dW=mqgdg-+g?dm. 


Berücksichtigen wir noch den Wert (11,11) von , so finden wir nach einer 
einfachen Zwischenrechnung: 


r 
2 2 


c2 


Oder schließlich nach nochmaliger Verwendung von. (11, 11):- 
aW — g2 dm. (14, 2) 


Ar 
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Die Arbeit dW stellt den Zuwachs der kinetischen Energie des Teilchens 
im Zeitintervall di dar: 


d Erin = dW = c?dm. (14, 3) 
Für ein endliches Zeitintervall erhalten wir die Änderung der kinetischen 
Energie durch Integration von (14, 3): | 
Exin (2) — Ekin (fy) =) c2 dm = c? [m{t) — m(iJ)] - (14, 4) 
Nehmen wir insbesondere an, daß am ‚Zeitpunkt i, das Teilchen die Ge- 
‚schwindigkeit qg,=0 hat, dann dürfen wir setzen: 
Erin(i) = 0. 
Beachten wir noch, daß dann nach (11,11) auch 
m(l) = Mo 
ist, so erhalten wir‘ die wichtige Formel: 
Erin (t) = ce? [m(t) — m,] - (14, 5) 
Es sei noch gezeigt, daß im Falle g< c die Formel (14, 5) in die entsprechende 


Formel der Newronschen Mechanik übergeht. Für g<c dürfen wir die 
Entwicklung 


näherungsweise mit dem zweiten Term abbrechen. Damit ergibt sich aber 
aus (14,5) und (11, 11) der Newronsche Ausdruck für die kinetische Energie, 


Ekin m g®. (14, 5a) 


Andererseits ist leicht einzusehen, daß auch in m, Beiträge enthalten sind, 
welche anderen Formen von Energie entsprechen. Man betrachte nämlich 
den am Ende des $ /2 diskutierten unelastischen Stoß. Bei diesem Stoß 
hat sich die Ruhmasse jedes beteiligten Körpers um den Betrag 


Ei Mg u 
Per 
c? 


geändert, wobei m die Masse des Körpers vor dem Stoß bedeutet. Es gilt 
also 


(m — m)e?= (m — m,)c®. ua, 6) 
4% 
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Nun ist die rechte Seite von (14,6) nach (14, 5) nichts anderes als die ki- 
netische Energie des Körpers vor dem Stoß, welche durch den Stoßprozeß 
in Wärme umgewandelt wurde. Danach besagt (14, 6), daß der Zuwachs 
mo — m, der Rühmasse, multipliziert mit c?, gleich der im Körper enthaltenen 
Wärmeenergie ist. 


Durch diese Bemerkung werden wir auf eine in physikalischer Hinsicht 
besonders wichtige Frage geführt: Welcher Anteil der Ruhmasse wird 
anderen Formen von Energie entsprechen? Die Beantwortung dieser Frage 
verdanken wir Eısstein. Die Antwort lautet: Die gesamte Ruhmasse my. 
Das Produkt m,c? gibt also die innere Energie des Teilchens an, 


Einn = ng 6°. (14, 7) 


Die Gesamienergie des Teilchens wird dann durch die Summe ‚der inneren 
und der kinetischen Energie gegeben, 


E= Einn + Ekxin - (14, 8) 
Addieren wir Gleichungen (14,5) und (/4, 7), so ergibt sich 
E=m«e:. (14, 9) 


Diese Gleichung drückt den berühmten Eınsteinschen Satz von der Trägheit 
der Energie aus. Da im Falle g=0 die kinetische Energie des Teilchens 
verschwindet, kann man die: innere Energie auch als die Rushenergie des 
Teilchens bezeichnen, 

Eo= Mg C®. (14, 7a) 


Durch die Aufstellung der Beziehung (14, 9) ist nun auch die in $ 11 ge- 
stellte Frage nach der physikalischen Bedeutung der vierten Komponente 
des 4- dimensionalen er d. geklärt. Es folgt nämlich aus (11,12) und 
(14, 9) 

E=#,6; (14, 10) 


- 1 | BR 
b, ist also bis auf den konstanten Faktor Es mit der Energie des Teilchens 


identisch. Dadurch ist auch die Bezeichnung von #, als des Energie-Impuls- 
vektors des Teilchens gerechtfertigt. Ferner ergibt sich aus (14, 10), daß 
die vierte Komponente des Erhaltungssatzes (12, 3), 


DI pı= const, 


mit dem Energiesatz identisch ist. In der. speziellen Relativitätstheorie 
werden also die Erhaltungssätze von Impuls und Energie zu einem 4-dimen- 
sionalen Vektorsatz vereinigt. Es sei nochmals bemerkt, daß der NezwTox-. 
sche Erhaltungssatz für die Massen der einzelnen Körper in der Relativitäts- 
theorie nicht gilt. Der Erhaltungssatz (12, 5) für die Gesamtmasse eines 
isolierten Systems ist wegen (14, 9) mit dem Energiesatz gleichbedeutend. 


$ 14. Der Satz von der Trägheit der Energie ö3 


An dieser Stelle wollen wir einige Formeln zusammenstellen, welche für 
die Anwendungen besonders wichtig sind. Im Ruhsystem des Teilchens 
verschwindet mit seiner Geschwindigkeit q auch der gewöhnliche (3-dimen- 
sionale) Impuls p. Daher ist der 4-dimensionale Impuls von der Form 


d.= (0,0, 0; m.) (14,11) 


In einem beliebigen Koordinatensystem, in dem das Teilchen die Geschwindig- 
keit q besitzt, ist nach (11,12) 

| du = (mas, mgy, M4s; me). 

Also nach (14, 9) 


E E E E 
du= c2 Gx; Gm. (14, 12) 
Dabei sind E und EZ, durch die aus (11,11) folgende Beziehung 
E-—— (14, 13) 


g? 
) ur} 


verbunden. Die Formeln (14, 12) und (14,13) kann man übrigens aus (14,11) 
unmittelbar ableiten, wenn man bedenkt, daß #, ein Vektor des MınkowskI- 
schen Raumes ist. Es genügt daher, die Transformationsformel (10, 2) zu 
verwenden, und zwar mit derjenigen Matrix a,,, welche die der relativen 
Translationsgeschwindigkeit » = — q entsprechende LorExtz-Transformation 
beschreibt. Wir wollen dies hier für den einfachsten Fall , =, =g%-=0 


zeigen. Für diesen Fall ist nämlich die Matrix a,, durch (9, 10), mit = — re 
gegeben. Es folgt dann aus (10, 2), wenn man vorläufig den neuen Impuls 
mit d. bezeichnet: 


ken a —_ 
1 070 yi-p: c yı-ß3 c@ X) 
b=b=V0, 

1. 3Es 1 Es 


Pin ande ge ST 


Diese Ergebnisse stimmen aber — wegen 9 =9,,=4%=0 — mit (14,12) 
und (14,13) überein. Die allgemeinen Formeln (14,12) kann man daraus 
mit Hilfe einer nachträglieheri Drehung im 3-dimensionalen Raum gewinnen. 


Multiplizieren wir Gleichung (10, 7) mit m), so erhalten wir nach (11, 8) 
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Oder ausführlich, wenn wir noch berücksichtigen, daß nach (11,6), (11, 7) 
h+k+b-pi=— mer. (1, 14) 


Den Ausdruck auf der linken Seite von (14,14) kann man, den Ausführungen 
des $ & entsprechend, als das Quadrat der Länge des Vierervektors 5, be- 
zeichnen. Daß. diese Größe negativ ausfällt, bedeutet, daß der Vektor 2,, 
wie auch der Geschwindigkeitsvektor %,, im Sinne des $ & zeitartig ist. Löst 
man (74,14) nach ?, auf, so ergibt sich die wichtige Formel 


== mMerR. (14, 15) 


Dabei bedeutet # den Betrag des gewöhnlichen (3-dimensionalen) Impulses 


Pebe+by tb. 


Die experimentelle Bestätigung des Satzes von der Trägheit der Energie 
sieht man mit Recht als die wichtigste Bestätigung der ganzen speziellen 
Relativitätstheorie an. Es handelt sich dabei um Prozesse, bei denen sich 
die Ruhmassen der beteiligten Teilchen ändern. Solange nämlich die Ruh- 
massen konstant bleiben, wird auch die gesamte kinetische Energie erhalten. 
Bei solchen Prozessen, die wir als elastische Stöße bezeichnen, tritt als 
einziges Merkmal der speziellen Relativitätstheorie die Einführung der nach 
(11,11) variablen Masse an Stelle der konstanten Masse der Newronschen 
Mechanik auf. Kommt dagegen eine Änderung der Ruhmassen vor, dann 
muß bei der Energiebilanz auch die erst in der speziellen Relativitätstheorie 
eingeführte Ruhenergie des Teilchens herangezogen werden. Derartige Pro- 
zesse sind z.B. die Stöße von sehr energiereichen Atomkernen, bei denen 
sich neue Kernarten bilden (Kernreaktionen). Die experimentelle Bestim- 
mung der Energien und Ruhmassen der an diesen Prozessen beteiligten Teil- 
chen hat stets zu einer quantitativen Bestätigung des Satzes von der Träg- 
heit der Energie geführt (vgl. $ 17). | 

Wir erwähnen noch einen anderen Prozeß, der deshalb besonders wichtig 
ist, weil er eine unmittelbare Bestätigung der durch (14, 7) ausgedrückten 
Emstemschen Behauptung liefert, wonach die innere Energie des Teilchens 
genau gleich m,c? ist. Es handelt sich um den sogenannten Zerstrahlungs- 
prozeß eines Elektronenpaares. Stoßen nämlich ein negatives und ein posi- 
tives Elektron zusammen, so werden in der Regel zwei Photonen entstehen, 
während die beiden Elektronen bei dem Stoßprozeß verschwinden. Die 
Gesamtenergie der beiden Photonen ergibt sich gleich der Summe der mit 
Hilfe von (14, 9) berechneten Energien der Elektronen. 


$15. Die dynamische Grundgleichung in 4-dimensionaler Form 


In der Newroxschen Mechanik ist die Grundgleichung (13, 2) eine vek- 
torielle Gleichung. Dies folgt aus der Bemerkung, daß die Zeit eine absolüte 
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Bedeutung hat und daher bei. der GauizeI-Transformation (1, 2), (q, 3) in- 


variant bleibt, so daß neben p auch = ein Vektor ist. Während aber die 


Komponenten von p mit den drei ersten Komponenten eines Vektors des 
Minkowsxischen Raumes — des 4-dimensionalen Impulses $, — zusammen- 


| d 
fallen, wäre eine ähnliche Behauptung für die Komponenten von % bzw. er 
‚offenbar unrichtig, da im Mmnkowskıschen Raum das Zeitelement di nicht 
mehr eine invariante Größe ist. Wir müssen also, um aus den Komponenten 
von (13, 2) zu den drei ersten Komponenten einer 4-dimensionalen. Vektor- 
gleichung zu gelangen, das Zeitelement dt durch eine entsprechende invariante 
Größe ersetzen. Als solche Größe bietet sich unmittelbar das durch (8, 8) 
definierte Element dr der Eigenzeit des Teilchens an. Wir müssen also Glei- 
in Al> ee 
chung (23, 2) mit Zr multiplizieren: 


- 


dt dp 
577 Fe (15, 1) 


Die Komponenten: dieser neuen Beziehung fallen dann tatsächlich mit den. 
drei ersten Komponenten einer 4-dimensionalen Vektorgleichung zusammen: 
dd, 


Zube... 15,2 


Vergleichen wir (15, 1) mit (35, 2), so folgt unter Beachtung des Wertes 
(16, 5) von n 


R= K,=———R. (15,3) 


1 
Fy; 
Vı-% oe 
c? 


Gleichung (15, 2) bezeichnen wir als die 4-dimensionale Grundgleichung 
der relativistischen Dynamik. Danach stellt der Vektor K, die auf das Teil- 
‚chen einwirkende 4-dimensionale Kraft dar. Die drei ersten Komponenten 
dieser Kraft sind mit den Komponenten der gewöhnlichen (3-dimensionalen) 
Kıaft durch (15, 3) verbunden.. Die Bedeutung der vierten Komponente K, 
ergibt sich unmittelbar aus der letzten Gleichung (15, 2 | 


Beachtet man noch (14, 10), so wird 


i dE 
K=-—- (15, 4) 
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Die Komponente K, ist also identisch, bis auf den Faktor Z, mit der Änderung 


der Gesamtenergie pro Einheit der Eigenzeit des Teilchens. Nach (10, 5) 
‚kann man noch schreiben 


1 dE 
ye—g? dt j 


Wir wollen eine Anwendung der Gleichung (15, 2) machen. Wir berechnen 


das im Sinne von ($, 2) bzw. (10, 7) definierte skalare Produkt der Vektoren 
K,. und %,; 


K,= (15, 4a) 


IK, u,= Fr, 4; — Kyuy- (15, 5) 


a=() i=1 


Berücksichtigen wir die durch (15,3); (15, 4a) und (10, 6) gegebenen Werte 
der Komponenten X, und #,, so ergibt sich 


3 1 dE\ 2 
2 Ku= s (80 =: (25, 6) 
a=0 Te2=% 
Nach (13,6) und (14, 9) ist nun. 
dq SS dm PEN 
(da) nn mg —7 t — (eg erh (15, %) 


Ferner ergibt sich durch unmittelbare Differentiation von (11,11): 


dm _ 1 ding m dgq 
di g? di c2 — g? er 
le 
| c 
dm , 172 
Führt man diesen Wert von za (25, 7) ein, so folgt 
= = — cye— 2 m. (15, 8) 
Daher schließlich: 
2 
DE EUER SE | (15, 9) 


Mit Hilfe der Gleichung (15, 9) können wir die Bewegungen, bei denen 
die Ruhmasse des bewegten Teilchens konstant bleibt, durch eine 'mathe- 
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matische Beziehung charakterisieren. Es sind De diejenigen Bewegungen, 
bei denen 

3 

I Kıu=0, (15, 10) 


a=0 


d. h. bei denen die 4-dimensionale Kraft auf der 4-dimensionalen Geschwindig- 
keit senkrecht steht. Solche Bewegungen haben wir in $ 12 als rein mechani- 
sche Prozesse bezeichnet. Diese Bezeichnung läßt sich mit Hilfe von (15, 8) 
unmittelbar rechtfertigen. Es folgt nämlich aus (15, 8): 


E=(Fqa)ldi+ec Ye dm: (15, 11) 


Danach ist die Änderung dE der Gesamtenergie nur dann der Arbeit ($q)di 
der einwirkenden Kraft gleich, wenn dm,=0 ist. Anderenfalls muß dem 
bewegten Körper noch der nichtmechanische- Energiebetrag c.Yc?— q? dm, 
z.B. in Form von Wärme zugeführt werden, so daß es sich dann tatsächlich 
um keinen rein-mechanischen Prozeß handeln kann. Einen solchen Prozeß 
werden wir im nächsten Abschnitt näher diskutieren. 


$ 16. Ein nichtmechanischer Prozeß. Wärmemenge und Temperatur 


Wir betrachten einen Körper, der sich in einem gegebenen Inertialsystem 
dauernd in Ruhe befindet. Sein gewöhnlicher (3-dimensionaler) Impuls ist 
also gleich Null, während seine Energie nach (14, 8) und (14, 7) gleich seiner 
Ruhenergie ist: 


E=E,=m.. 


Im selben Koordinatensystem befinde sich noch ein zweiter Körper in Ruhe. 
Von diesem zweiten Körper wollen wir annehmen, daß er als Wärmebehälter 
wirkt und in einem bestimmten Zeitintervall dem ersten Körper die Wärme- 
menge AQ, liefert. Die Energie bzw. die Ruhenergie des ersten Körpers 
wird also in diesem Zeitintervall die Änderung 


AE=AE,=4Q, (16, 1) 


erfahren. Nach (14,7) wird sich dann auch die Ruhmasse des Körpers mit 
der Zeit ändern. Die Gesamtänderung Am, der Ruhmasse ist mit AQ, durch 
die Beziehung 

Amyc?= AQ, (16, 2) 
verbunden. 

Wir betrachten nun denselben Prozeß von einem zweiten Koordiriaten- 
system aus. Dieses bewege sich relativ zum ersten Koordinatensystem mit 
einer der x-Achse parallelen Translationsgeschwindigkeit », so daß für den 
Übergang vom einen Koordinatensystem zum anderen die spezielle LoRENTz- 
Transformation (4,12) gilt. In diesem zweiten Koordinstensystem bewegt 
sich der betrachtete Körper, wie auch der Wärmebehälter, mit der kon- 
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stanten Geschwindigkeit q9=—».., Der 4-dimensionale Impuls des Körpers 
ist in diesem Koordinatensystem aus (11,11) und (11,12) zu berechnen. 
Man findet für seine drei ersten Komponenten, d.h. die Komponenten des 
gewöhnlichen Impulses: 


1. 
= 


Mg 3 
2 
yı u 2 
c 


et 


y=b=V0. (16, 3) 


Es ist nun zu bemerken, daß, obwohl g = const ist, trotzdem u *—£0 sein 


wird, da sich m, wegen der Wärmezufuhr mit der Zeit ändert. Wir werden 
also auf folgenden neuartigen, in der vorrelativistischen Physik kein Analogon 
besitzenden Effekt geführt: Zur Aufrechterhaltung einer gleichmäßigen Be- 
wegung, bei gleichzeitiger Wärmezufuhr, ist eine Kraft erforderlich. Für 
die Komponenten dieser Kraft erhalten wir aus (13, 2) und (16, 3) 


9 F,=RBR=0. (16, 4) 


(16, 4a) 


Es sei noch bemerkt, daß eine entgegengesetzt gleiche Kraft auf den Wärme- 
behälter wirkt. 


Die Kraft (16,4) wird nach: (14, 1) im Zeitintervall dt die Arbeit 


1 
g? 
VI 
leisten. Der Energiesatz wird durch die allgemeine Beziehung (15, 11) aus- 
gedrückt: 
dE=dW +cYyc2— g? dm,. (16, 6) 


Andererseits kann man ihn auch durch die in der Thermodynamik übliche 
Beziehung 


dW = (Sa)di= g?dm, (16, 5) 


dE=dQ+dW (16, 7) 
ausdrücken. Der Vergleich von (16, 6) und (16,7) ergibt 
dO=cVe2— gEdm,. (16, 8) 
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Da g= const ist, kann man diese Gleichung sofort integrieren bzw. sie für 
ein endliches Zeitintervall schreiben: 


AQ=c year —g? Am.. (16, 8a) 


Berücksichtigt man nun die Beziehung (16, 2), so folgt aus (16, 8a) 
A0= 1 2.96;; (16, 9) 
c 


Die physikalische Bedeutung dieser Gleichung ist, daß ein im zweiten Koordi- 
natensystem messender Beobachter für die dem Körper zugeführte Wärme- 
menge einen Betrag AQ finden wird. der von dem im Ruhsystem gemessenen 
g? 


Betrag AQ, verschieden, und zwar um den Faktor |/1— ze kleiner ist. 


Gleichung (16, 9) ist als die Transformationsformel für Wärmemengen in 
der speziellen Relativitätstheorie anzusehen und stellt die eine von den zwei 
Grundgleichungen der relativistischen Thermodynamik dar. Für die Ände- 
rung AE der Gesamtenergie des Körpers folgt aus (16, 7), (16, 5) und (16, 8a) 


was wegen g=const mit der aus «14, 9) folgenden Beziehung übereinstimmt. 


Die andere Grundgleichung der relativistischen Thermodynamik bezieht 
sich auf die Entropie und besagt, daß bei einer Lorkntz-Transformation 
der Entropiewert invariant bleibt: 


S=inv. (16, 10) 


Diese Beziehung läßt sich auf einem ganz anderen Weg als die Gleichung 
(16,9) beweisen. Nach der statistischen Deutung ist nämlich die Entropie 
bis auf einen konstanten Faktor mit dem Logarithmus der thermodynamischen 
Wahrscheinlichkeit des betreffenden Körperzustandes identisch. Der Wert 
dieser Wahrscheinlichkeit wird immer durch eine ganze Zahl gegeben. Es 
ist nun leicht einzusehen, daß eine Größe, die nur ganzzahlige Werte an- 
nimmt, bei Lorentz-Transformationen invariant: bleiben muß. Führt man 
nämlich zunächst eine infinitesimale Lorentz-Transformation aus, d.h. eine 
solche, die einer unendlich kleinen relativen Translationsgeschwindigkeit 
entspricht, dann werden sich die Werte der verschiedenen physikalischen 
Größen nur um unendlich kleine Beträge ändern können. Daher wird jede 
Größe, die nur ganzzahlige Werte annimmt, bei einer solchen Transformation 
unverändert bleiben müssen. Andererseits kann man die zu einer endlichen 
Translationsgeschwindigkeit entsprechende Lorzntz-Transformation als das 
Endergebnis einer Reihe von aufeinanderfolgenden Transformationen mit 
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unendlich kleinen Translationsgeschwindigkeiten ansehen. Größen mit ganz- 
zahligen Werten werden also auch ‚bei endlichen Lorextz-Transformationen 
invariant bleiben müssen. Mit der thermodynamischen Wahrscheinlichkeit 
wird aber offensichtlich auch die Entropie eine LoREntz-invariante Größe 
sein, d.h., es wird. Gleichung (16, 10) gelten. 


Wir wollen diesen Abschnitt mit einer Anwendung der Formeln (16, 9) 
und (16,10) schließen. Wir werden annehmen, daß die oben betrachtete 
Übertragung der Wärmemenge AQ, bzw. AQ reversibel ist. Die absolute 
Temperatur des ganzen Systems habe im Ruhsystem den Wert T7,, im 
zweiten Koordinatensystem dagegen den Wert T. Die Entropieänderung 
des betrachteten Körpers beträgt dann im Ruhsystem 


4 
4Ss,=—-, 
T, 


und im zweiten Koordinatensystem 
AY 
. A N) m 
T 


Die Invarianz der Entropie hat nun offenbar zur Folge, daß auch die einem 
bestimmten Prozeß entsprechende Entropieänderung ebenfalls einen vom 
verwendeten Koordinatensystem unabhängigen Wert hat. Es ist also 


AS = ASo- 
Daraus folgt 
dQ 
T=-T,——. 
ww. 


Und wenn man (16, 9) berücksichtigt, 


: (16, 11) 


— 7 
T To 1— Re) 


Wie die Wärmemenge, so ist also auch die Temperatur in der relativistischen 
Thermodynamik keine invariante Größe: Gleichung (16, 11) stellt die Trans- 
formationsformel der Temperatur beim Übergang vom Ruhsystem zu einem 
beliebigen Koordinatensystem dar. 


817. Anwendungen 


Der elastische Stoß. Beim allgemeinen Stoßproblem interessieren wir uns 
für die Änderungen der Impulse und Energien der stoßenden Teilchen. Da- 
bei setzen wir von der Wechselwirkung nur voraus, daß sie lediglich bei sehr 
kleinen Entfernungen der Teilchen wirksam ist. Das Problem läßt sich 
mit Hilfe der Erhaltungssätze von Impuls und Energie lösen. Bezeichnen 
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wir die Impulse der beiden Teilchen vor dem Stoß mit p und ®, nach dem 
Stoß dagegen mit p’ und ®’, so lautet der Impulssatz 


p+P=p+BP. (17,1) 


Ferner seien die Ruhmassen der Teilchen mit », und M, bezeichnet. Setzen 
wir 


we=m?c+p2, W2=M}c%+P8, (17, 2) 


so sind nach (1/4, 15) die Energien der Teilchen vor dem Stoß gleich cw und 
cW. Da nun der Stoß als elastisch angenommen wurde, bleiben nach $ 12 
die Ruhmassen m, und M, beim Stoßprozeß unverändert. Daher werden 
die Energien der Teilchen nach dem Stoß durch cw’ und cW’ gegeben, wobei 


wve=mce+p°, W?=M®+P'. (17, 3) 


Der Energiesatz lautet 
nn W“=w-+W'. (17, 4) 


Mit E haben wir dabei die Gesamtenergie des betrachteten Systems be- 
zeichnet. In den Gleichungen (77,1) und (17,4) sind die Ruhmassen und 
die Komponenten der Anfangsimpulse als gegeben zu betrachten. Gesucht 
sind die Komponenten der Endimpulse p’ und P’. Wir haben also vier 
Gleichungen für sechs Unbekannte, so daß die allgemeine Lösung zwei un- 
bestimmte Parameter enthalten wird. 


Am einfachsten gestaltet sich das Stoßproblem in demjenigen Koordinaten - 
system, in welchem. die Anfangsimpulse p und ® entgegengesetzt gleich sind. 
Es ist dies dasjenige Koordinatensystem, in dem der Gesamtimpuls ver- 
schwindet und daher der Schwerpunkt der beiden Teilchen ruht. Es handelt 
sich also um das Ruhsystem des Schwerpunktes, das man oft noch kürzer 
als das Schwerpunktsystem bezeichnet. In diesem Koordinatensystem müssen 
wegen (17,1) auch die Endwerte p’ und ®’ der 
Impulse entgegengesetzt gleich sein. Andererseits 
verlangt der Energiesatz (17,4), daß die Beträge 
#=P und $’=P’ der Impulse beim Stoß un- 
verändert bleiben: 


p=P". 
‚Durch den Stoßvorgang wird also lediglich die 
Gerade, auf der die zwei Impulse liegen, beliebig 
im Raume gedreht (Fig. 5). Der Ablenkungs- 
winkel «& stellt den einen unbestimmten Para- Fig. 5 
meter dar. Der zweite Parameter ist der Azimut- 


winkel, der die Lage der durch p und p’ definierten Ebene bestimnit, die 
ja ersichtlich um die Richtung von p beliebig gedreht werden kann. 
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Für die physikalischen Anwendungen besonders interessant ist der Fall, 
bei dem das eine Teilchen, z. B. das zweite, vor dem Stoß ruht: 


P=0. (17, 5) 

Formel (17, 1) vereinfacht sich dann zu 
p=p+P. (17, 6) 
Die Energiegleichung behält ihre Form (17, 4), wobei aber jetzt aus (17, 2) 
W=M,: (17,7) 


folgt. Als ersten unbestimmten Parameter kann man in diesem Falle den 
Winkel © oder @ (Fig. 6) wählen. Der zweite Parameter ist wieder der Azimut- 
winkel, welcher die Lage der um die Rich- 
tung von p beliebig drehbaren Zeicher- 
ebene der Fig. 6 bestimmt; er hat für die 
folgende Rechnung keine Bedeutung. Die 
Lösung dieses speziellen Stoßproblems 
könnte man aus der Lösung im Schwer- 
punktsystem gewinnen, indem man durch 
Fig. 6 eine LoREnTz-Transformation zum Ruh- 
. _ system des zweiten Teilchens übergeht. 
Wir werden hier die Endformeln durch direkte Rechnung aus (17, 6), (17,4) 
und (27,7) ableiten. 
Wir wählen als Parameter den Winkel © und schreiben die aus der Fig. 6 
unmittelbar folgende trigometrische Formel 


P?=p"?+p°—2pp’cos®. (17, 8) 
Quadrieren wir nun die aus (17, 3) und (17,4) folgende Beziehung 


e— YM} c®+ P'?= Ym}c?-+ P'? («= —) ; 
so ergibt sich - 
+ m}cd2= P'?+ M}c2+.2— 22. YM2c?2 + P'?. 


Setzt man nun in dieser Beziehung den ‚Wert (/7, 8) von P’? ein, so entsteht 
eine Gleichung, die neben dem Term mit der Quadratwurzel nur noch einen 
in d’ linearen Teil enthält. Man kann also durch nochmaliges Quadrieren 
die Quadratwurzel eliminieren und zu einer Gleichung zweiten Grades in p’ 
gelangen. Wir geben diese Gleichung ohne die elementare Zwischenrechnung 
an! 


p'%(e2— B2 cos? @) — 2pP' cos Ole? — eM,c— #2) — P?c?(M?— m})=0. 
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Durch Auflösung dieser Gleichung erhält man den Wert von f’: 


= Feng (008 er — eMgc— p?) 


+ [eos? 9 (2 — EM,c — #2)? + (e?— #2 cos? 9) c?(M?— m;})]°} - (17, 9) 


! 


Diese Beziehung liefert schon den gesuchten Wert von f’, da auf der rechten 
Seite neben dem Winkel © nur bekannte Größen auftreten. Man kann aber 
(17,9) in eine einfachere Form bringen, wenn man die aus (77, 2), (17,4) 


und (77, 5) folgende Beziehung | 
&e— Myc = Yp?-+ m£c? (17, 10) 
quadriert und von der so entstehenden Gleichung “ 
€? + M,c?—22eM,.c=p°+ my c? 
Gebrauch macht. Das Endergebnis lautet 


= P 
(M.c + w)?— B? cos? 9 


{ cos O(m}c®+ M,cw) 
+ (we + Myc2) YM?— m£sin?O). (17,11) 


Es sei noch bemerkt, daß im Falle M,> m, nur das positive Vorzeichen 
vor der Wurzel in (17,9) und (17, 11) zugelassen werden darf. Es ist näm- 
lich nach (27,10) e>? und daher 2®— #200? >0. Im Fall M, > m, 
wird also die Wurzel in (17, 9) den Betrag des neben ihr stehenden Termes 
übersteigen, so daß nur das positive Vorzeichen zu P’>0 führt. Für M,<m, 
dagegen muß man. beide Vorzeichen berücksichtigen. Die Erklärung dieses 
Verhaltens liefert Gleichung (17, 11). Im Falle M,< m, durchläuft nämlich © 
zweimal den Bereich O< 0 < Omax, wobei Omax Sich aus 


M,= my Sin Omax- 


ergibt. Daher werden jedem Winkel © in diesem Bereich zwei Lösungen 
des Stoßproblems entsprechen. Im Falle M,> m, dagegen durchläuft LS) 
einmal den Bereich 0<®<n, so daß es zu jedem Wert von © nur eine 
Lösung gibt.. 

Setzt man den Wert (17,11) von p’ in die erste der Gleichungen (17, 3) 
ein, so ergibt sich nach einer elementaren Rechnung der Wert von w’. Die 
Endformel lautet 


1: 
 (M,C+ w)?— p?cos?® 


‘ 


w [(w+ Moe) (Mgcw + me?) 


+ eP?cos® YM?— m? sin? ch . (17, 12) 
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Um die Rechnung abzuschließen, müssen wir noch Formeln für P’ und W' 
angeben. ®’ läßt sich sofort aus (17, 6) berechnen, 


P=p-p, (17, 13) 


da p’ durch 5’ und. den Winkel © bestimmt ist. Die Energie W’ berechnet 
man am einfachsten aus (17,4) und (17,7): 


W'=M,.c+w-w. (17, 14) 


Die Formeln (17,11) bis (17, 14) stellen die vollständige Lösung des gestellten 
Stoßproblems dar. 

Wir wollen diese Formeln auf den Fall des Stoßes eines Photons mit einem 
ruhenden Elektron anwenden (Comrron-Streuung), Das spezielle Merkmal 
des Photons ist, daß seine Ruhmasse äußerst klein gegenüber der Ruhmasse 
'des Elektrons und vielleicht sogar streng gleich Null ist. Wir dürfen also 
auf alle Fälle 

M= 0 (17, 15) 


setzen. Mit (17,15) vereinfacht sich die .erste der Gleichungen (17, 2) zu 
w=p. (17, 16) 
Führt man (17,15) und (17,16) in (17,11) ein, so folgt 


MC 
—l_ 17, 17 
DD M,c-+ p(1— cos ) en 
Dabei wurde die Wurzel in (17, 11) mit dem ‚positiven Vorzeichen genommen, 
da im vorliegenden Fall M, > m, ist. Für w’ findet man entweder aus (17,12) 
oder aus (17, 3) 


wW=P'. 


Wie man aus (17, 17) unmittelbar ersieht, ist immer P’< 5 (mit Ausnahme 
des Falles O = 0). Dies ist auch unmittelbar verständlich, da im Stoßprozeß 
das Elektron einen Zuwachs seiner, vor dem Stoß verschwindenden, kineti- 
schen Energie erfährt und daher &i ie Energie des Photons um denselben. 
Betrag verkleinert werden muß. 


Die Photonenergie cw hängt nun mit der Frequenz und der Wellenlänge A 
der Strahlung zusammen: 


hf. (17, 18) 
Die entsprechende Beziehung nach. dem Stoß lautet: 
ee, (17, 18) 


A 
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Danach bedeutet die aus (17,17) ‚folgende. Beziehung w’< w, daß. durch 
den Stoß die Frequenz verkleinert, dagegen die Wellenlänge A vergrößert 
wird. Führt man (17,18) und (17,18a) in (17,17) ein, so ergibt sich 


Fa Mc? 
Sn "Mm, c®+ hv(l— 0050)" 
Daraus folgt: 
1 1 
er = — Sera nr } (1-— cos ©) 


Oder in den Wellenlängen ausgedrückt: 


X=A+4.(1— cos ©), (17, 19) 
" 
Mc 
des Elektrons bezeichnet. Formel (17, 19) bestimmt die bei der Streuung 


eintretende Zunahme der Wellenlänge der Strahlung als Funktion des Streu- 
winkels ©. 


wobei = eine Konstante ist, die man als die Couprox-Wellenlänge 


Der unelastische Sioß. Nach der Definition des $ 12 ändern sich beim 
unelastischen Stoß auch die Ruhmassen beider oder wenigstens des einen 
der stoßenden Teilchen. Wir werden in diesem Fall mit m, und M, die Werte 
der Ruhmassen vor dem Stoß, mit m; und Mo die Werte nach dem Stoß 
bezeichnen. Die Gleichungen (17,1), (17,2) und (17,4) gelten auch hier 
ohne jede Änderung. Dagegen ändert sich.(17, 3) zu 


we m/:c?+p", W'2= My?c?+ Pr. (17, 20) 


Es sei noch bemerkt, daß nach der benutzten Definition der unelastische 
Stoß nicht notwendig mit einem Verlust von kinetischer Energie ver- 
bunden sein muß. Kinetische Energie wird nur dann verbraucht, wenn die 
Summe der Ruhmassen durch den Stoßprozeß vergrößert wird, wenn also 
mö+Ms>m,+M, ist. Im Falle m, + M5< m,+ M, wird dagegen 
kinetische Energie erzeugt. 


Die Formeln (17,1), (17, 2), (17,4) und (17, 20) kann man auch dann 
anwenden, wenn bei dem Stoßprozeß die beiden  stoßenden Teilchen ver- 
schwinden und zwei ganz neue Teilchen entstehen. Als m; und M) sind 
dann die Ruhmassen der neu entstehenden Teilchen anzusetzen. Ein solcher 
Fall ist die Zerstrahlung eines Elektronenpaares, wobei also m,= M, = Ruh- 
masse des Elektrons und m = My = Ruhmasse des Photons = 0 ist. Wir 
betrachten diesen Prozeß im Schwerpunktsystem der beiden Elektronen. Es 
ist dann p=— %$. Daher wird nach dem Impulssatz (17,1) auch i; = P. 

Papapotrou, Relativitätstheorie 
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d.h. die beiden Photonen werden in entgegengesetzten Richtungen mit 
gleichen Impulsen, also auch gleichen Energien emittiert (Fig. 7). Die Be- 
ziehung zwischen 5 und 5’ ergibt sich aus dem Energiesatz. Wegen 
w=W=ym}c2+°2 und wW=W’=' ergibt sich nämlich aus (17, 4): 


H= mot BR. (17, 21) 


Die Energie jedes Photons ist nach (17, 16) 


hv=ch’=yYmic+p202. (17, 22) 


Die kleinste Photonenergie entspricht danach dem Fall d=0 und ist gleich 
der Ruhenergie m,c? des Elektrons. 


Der zu der Zerstrahlung inverse Prozeß — die Erzeugung eines Elektronen- 
paares — tritt bei der Wechselwirkung eines genügend energiereichen Photons 
mit einem Atomkern ein. Dies ist ein Prozeß, welcher 
von dem bisher betrachteten Stoß verschieden ist. 
Vor der Wechselwirkung sind nämlich auch hier zwei 
Teilchen — das Photon und der Atomkern — an- 
wesend, nach dem Stoß dagegen drei: Der Atomkern 
und die beiden Elektronen. Das wichtigste Merkmal 
dieses Prozesses, welches für die experimentelle Be- 
stätigung des Satzes von der Trägheit der Energie 
von Bedeutung ist, kann man aber unmittelbar aus 
dem Energiesatz ableiten. Bezeichnen wir nämlich 
die Photonenergie mit hv; die Ruhmassen des Atomkernes und der Elek- 
tronen mit M, und m, und die Endwerte der Impulse der drei Teilchen mit 
PB, p- und pr, so gilt: 


hv+ M.c?= YM?c+ P2c2 + Ym}ct + 922 + Ym}c+ p%c%. (17, 23) 


Fig. 7 


Dabei wurde angenommen, daß der Atomkern sich vor der Wechselwirkung 
in Ruhe befand. Aus dieser Beziehung folgt unmittelbar 


Ww>2 Mmg0?. (17, 23a) 


Das heißt, der Prozeß ist nur bei Photonen möglich, deren Energie die 
Summe der Ruhenergien der beiden Elektronen übersteigt. 


Als ein weiteres Beispiel zum unelastischen Stoß erwähnen wir die Kern- 
reaktionen. Wenn dabei auch nach dem Stoß nur zwei Teilchen vorhanden 
sind, ist der Prozeß wieder durch die Gleichungen (77,1), (17, 2), (17,4) 
und (17, 20) beschrieben. Man kann aber in diesem Fall die Energiegleichung 
vereinfachen, da dabei in der Regel die Geschwindigkeiten aller Teilchen 
klein im Verhältnis zur Lichtgeschwindigkeit sind. Für solche Teilchen, 
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die man gewöhnlich als nichtrelativistisch bezeichnet, gilt in guter Näherung 
die aus (14, 8) und (14, 5a) folgende Beziehung 


E= m + m,9°. 


Daher reduziert sich der Energiesatz (17,4) auf 
(mp + My)0®+ Exin = (mo + Mo)c*+ Ex (17, 24) 


Dabei bedeutet Exin und Exin die Summe der mit Hilfe von (/4,5a) be- 
. rechneten kinetischen Energien vor und nach dem Stoß. Das heißt, wenn wir 
mit 9,0 und g’,0’ die Geschwindigkeiten der Teilchen vor und nach den 
StoB bezeichnen: 


I EBRRERE: 1 ua: ’ 
no9Q°? + M0°, Ein = > mo g °+75-M00Q 2, (17, 25) 


Von dieser Gleichung wurde bei der experimentellen Prüfung des Satzes 
von der Trägheit der Energie ($ 14) Gebrauch gemacht. 


Zerfall eines instabilen Teilchens. Der einfachste Fall liegt offenbar dann 
vor, wenn das instabile Teilchen in zwei neue Teilchen zerfällt. Auch hier 
lassen sich die wichtigsten Ergebnisse aus den Erhaltungssätzen ableiten. 
Der Einfachheit halber betrachten wir den Prozeß im Ruhsystem des ur- 
sprünglichen Teilchens. Es folgt dann aus dem Impulssatz, daß die Impulse 
p’ und p’’ der beiden neuen Teilchen die Summe Null haben müssen, 


P=—p”. (17, 26) 


Bezeichnen wir mit M, die Ruhmasse des ursprünglichen Teilchens und mit 
mg, mo diejenigen der neuen Teilchen, so lautet der Energiesatz 


Myc= Ym}?c®+ 5": + Ymy ?c2+p?. (17,27) 


Dabei haben wir die aus (17, 26) folgende Beziehung #’’= #’ berücksichtigt. 
Sind die Ruhmassen M,, mo und mo bekannt, so kann man aus (17, 27) 
den Wert von 5’ bestimmen. Bei dieser Zerfallsart werden also beim Zerfall 
von ruhenden Teilchen die neuen Teilchen immer mit dem aus (17, 27) 
folgenden Impuls #’, und daher mit den eindeutig definierten Energiewerten 


cw= Yms?cet+p'2c, cw' = Ymy’?c!+p'?c? (17, 28) 


; 5* 
emittiert. | 
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Auch der Zerfall in mehr als zwei neuen Teilchen läßt sich ähnlich be- 
handeln. Liegt z.B. ein Zerfall in drei neue Teilchen vor, so lauten die Er- 
haltungssätze im Ruhsystem des ursprünglichen Teilchens: 


0=p’+p’+p', 
MyC= mi?c®+ p°+ Ym’c+p"°+ m c+p''2, 


Wir werden diese Gleichungen nicht näher diskutieren. Nur eine wichtige 
qualitative Folgerung sei hier erwähnt. Die Impulsgleichung kann jetzt 
nicht mehr, wie im vorigen Fall, die nach dem Zerfall vorkommenden Impuls- 
beträge 9’, P’', P’'’’ auf eine einzige Größe reduzieren. Deshalb folgen jetzt 
aus der Energiegleichung nicht mehr eindeutig bestimmte Werte dieser 
Größen. Bei einem Zerfall mit mehr als zwei Produktteilchen werden also 
die neuen Teilchen nicht mehr — wie im Falle von zwei Produktteilchen — 
mit eindeutig . bestimmten Energiewerten emittiert, sondern werden ein 
kontinuierliches Energiespektrum zeigen. 


Kapitel IIl 
ELEKTRODYNAMIK 


N) 18. Tensoren. Tensoralgebra 


Für die Lorkntz-invariante Formulierung sowohl der MaxweLıschen 
Theorie als auch der in den nächsten Kapiteln zu entwickelnden Mechanik 
eines kontinuierlichen Mediums wird außer dem in $ 10 eingeführten Vektor- 
begriff noch der allgemeinere Begriff des Tensors nötig. In diesem und dem 
folgenden Abschnitt werden wir diejenigen Elemente der Tensorrechnung 
zusammenstellen, die für die Durchführung dieses Programms erforderlich sind. 


Wie wir in $ £ gesehen haben, folgt aus dem Relativitätsprinzip, ‘daß der 
Übergang von einem Inertialsystem zu einem anderen durch eine lineare 
Transformation beschrieben wird. Sind also x; und x; die Koordinaten 
in zwei beliebigen Inertialsystemen, so bestehen zwischen ihnen Beziehungen 
der Form (9,1): 


Dabei müssen die konstanten Koeffizienten a,, den aus der Identität (3, 3) 
folgenden Beziehungen (9, 2) genügen. Wie wir schon in $ 9 bemerkt haben, 
lassen sich die Formeln einfacher schreiben, wenn wir statt der reellen Zeit- 
koordinate %,= ct die imaginäre x,= ct verwenden. Dann geht nämlich 
zunächst (3, 3) in die Form (9, 4) über: 


3 8 
> ia, 2 dee (18, 1) 
0= 


x 
Für die Koeffizienten a,, der allgemeinen Lorzntz-Transformation, welche 
sich jetzt in der Form (9, 5) schreiben läßt, 


= b> Aro fo > (18, 2) 
ergeben sich aus (18,1) die Beziehungen 0 6) und (9, 9): 
2; Apr = On = 2 rg Que- (18, 3) 


Dagegen hätten wir bei Verwendung von %=ct die aus (3, 3) folgenden 
komplizierteren Beziehungen (9,2) mit der ebenfalls komplizierteren Ma- 
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trix na, an Stelle von dr„. Wir entscheiden uns daher, im folgenden von 
der imaginären Koordinate x, systematischen Gebrauch zu machen). Ferner 


3 
>’ schreiben. 
e=0 

Die Definition eines Vektors haben wir schon in $ 10 gegeben. Bei Ver- 
wendung eines beliebigen Koordinatensystems sollte man von einer infini- 
tesimalen Verrückung dx, und der allgemeinen Transformationsformel für 


ihre Komponenten, R 
0x; 
, > 10% 4 
0 


ausgehen. In der speziellen Relativitätstheorie aber, in der wir nur die 
Inertialsysteme zu berücksichtigen brauchen, sind die in (18, 4) eingehenden 


wollen wir künftig zur Abkürzung ; statt 
@ 


partieilen Ableitungen 9m nach (18, 2) mit den konstanten Koeffizienten a;, 


0x 
identisch,. so daß man auch endliche Verrückungen oder direkt die Trans- 
formationsiormeln (18,2) für die Koordinaten selbst verwenden darf. Nach 
der in $ 10 gegebenen Definition ist eine 4-komponentige Größe ein Vektor, 
wenn die Werte A} und A; ihrer Komponenten in den beiden durch (18, 2) 
verbundenen Koordinatensystemen die Beziehung (10, 2), 


Ai= 3 Gele; a (18, 5), 
e 


erfüllen. Dabei sind die Koeffizienten a,, in (18, 5) die gleichen wie in (18, 2). 


Der Begriff des Tensors wurde erstmals in der Nzwronschen Mechanik 
zur Beschreibung des inneren Spannungszustandes eines elastischen Me- 
diums verwendet. Diese sich zunächst auf den dreidimensionalen Raum 
beziehende Definition kann man ohne weiteres auch auf Räume beliebiger 
Dimensionszahl übertragen. Wir wollen hier die Definition für den uns 
interessierenden Miınkowskiıschen Raum mit »#= 4 Dimensionen geben. 
Ein Tensor zweiter Stufe ist eine Größe mit n?=16 Komponenten. Diese 
Komponenten bezeichnen wir mit Hilfe von zwei Indizes, z.B. A;,,, 
wobei jeder Index unabhängig vom anderen die Werte 0, 1, 2 und 3 durch- 
läuft. In einem anderen Koordinatensystem x; werden die Komponenten 
dieses Tensors andere Werte A;,„ annehmen. Die mathematische Definition 
des Tensors lautet nun: Die im Koordinatensystem x, durch die Kompo- 
nenten A,,„ definierte Größe ist ein Tensor, wenn sie in jedem anderen Koordi- 
natensystem x, die sich aus der Beziehung 


Alı= D/ Me Auc Aco (18, 6) 
e0 


1) Diese formale Vereinfachung ist allerdings auch mit einigen Nachteilen verbunden, 
wie z.B. das Wegfallen der bei Verwendung von. beliebigen Koordinatensystemen 
wichtigen Unterscheidung zwischen kovarianten und kontravarianten Größen. In der 
speziellen Relativitätstheorie aber, in der man sich auf die Verwendung der Inertial- 
systeme beschränken darf, sind diese Nachteile unwesentlich. 
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ergebenden Komponenten hat. Dabei sind die in (18, 6) eintretenden Koeffi- 
zienten a,, mit denjenigen identisch, welche die von x, zu %, führende Trans- 
formation (18, 2) bestimmen. Die Beziehung (18, 6) werden wir als die Trans-_ 
formationsformel für einen Tensor zweiter Stufe bezeichnen. 


Ähnlich kann man auch Tensoren dritter, vierter usw. Stufe definieren. 
Z.B. ist ein Tensor dritter Stufe eine Größe mit n®= 64 Komponenten A;,»; 
wenn die Werte A;„, ihrer Komponenten im Koordinatensystem x, durch 


Arur => PX Asa Oyı Agsı (18, 7) 


e0r 


gegeben sind (wobei die @,,„ wieder dieselben Koeffizienten wie in: (18, 2) 
sind). Man sieht nun sofort ein, daß in dem so entstandenen allgemeinen 
Tensorbegriff auch der des Vektors als ein Spezialfall enthalten ist. Mit seinen 
4 ==»! Komponenten kann man nämlich den Vektor als den Tensor erster 
Stufe auffassen. Man kann sogar noch einen Schritt weiter gehen und die 
skalare Größe mit ihrer einzigen Komponente wegen 1—=n® als den Tensor 
nullter Stufe bezeichnen. 


Tensoralgebra. Betrachten wir zwei Tensoren derselben, z. B. der zweiten, 
Stufe. Ihre Komponenten A,, und B,, müssen sich nach (18, 6) trans- 
formieren: 


Ai. = Ya Ayo Agas Bju = Ya Ayo Bes» 
00 oo 


Addieren wir diese Gleichungen, so folgt 


An +Bu= DL, Ge Ayo(Aga + Bao) - (18, 8) 
00 


Danach genügen die Summen der zu einem und demselben Koordinaten- 
system gehörigen Komponenten zweier Tensoren der Definitionsgleichung 
(18,6) des Tensors. Die Summe von zwei Tensoren ist also ebenfalls. ein 
Tensor. Wie man sich leicht überzeugt, gilt dieser Satz auch für die Summe 
von mehr als zwei bzw. für die Differenz von zwei Tensoren. Entsprechendes 
gilt auch für Tensoren beliebiger Stufe, unter der Bedingung, daß alle 
Summanden von derselben Stufe sind. 


Wir betrachten nun eine skalare Größe a und einen Tensor, z.B. zweiter 
Stufe A,,. Im zweiten Koordinatensystem x; hat die skalare. Größe den- 
selben Wert wie in x,: 


a=AdM. 


Multiplizieren wir diese Gleichung mit (18, 6), so folgt 


a’ Ay = N 0% Ayo (a Ago) . (18, 9) 
eg 
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Diese Beziehung besagt, daß das Produkt eines Skalars mit einem Tensor 
wieder ein Tensor ist, und zwar derselben Stufe wie der- ursprüngliche Tensor: 


Betrachten wir dagegen statt des Skalars einen Vektor b,, so gilt für ihn 
die Transformationsformel (18, 5): 


b=Na,b: ( 


T 


Multiplizieren wir diese Gleichung mit (18, 6), so folgt 


Ayub= DM Ayo Ay: (Age d.)» (18, 10): 


o0rT 


Nach der Definitionsgleichung (18,7) sind also die 16-4= 64 Produkte Arubs 
die Komponenten eines Tensors dritter. Stufe: 


Ab, = Bam» 


Diesen Tensor nennen wir das Produkt des Tensors A,,„ mit dem Vektor b,. 
Allgemein ergibt sich aus der Multiplikation eines Tensors der Stüfe s mit 
einem zweiten der Stufe s’ ein neuer Tensor der Stufe s+s’. Der Satz kann 
offensichtlich auch für mehr als zwei Faktoren verallgemeinert werden. 


Eine andere wichtige Operation der Tensorrechnung ist die Verjüngung 
oder Kontraktion. Durch diese Operation entsteht aus einem gegebenen 
Tensor s-ter Stufe (mit s> 2) ein neuer Tensor der Stufe s— 2. Betrachten 
wir z.B. den Tensor dritter Stufe A,,,, so besteht die Kontraktion darin, daß 
wir zwei der Indizes — z.B. u und v — gleichsetzen und über den jetzt zwei- 


mal auftretenden Index summieren. Die so entstehende Größe 24 25 


welche offensichtlich nur vier Komponenten hat (entsprechend den "Werten 
A=0,1, 2 und 3), ist-ein Tensor erster Stufe, d.h. ein Vektor. Der Beweis 
folgt unmittelbar aus (78, 7), wenn wir in dieser Formel 9 = u setzen und 
über # summieren: 


? 
SA = > Arg Ayo Ayı Agsı = Na (Y a dur) Agoı« 
[ad oa: 007 u 


Also wegen (18, 3): 


>, Adun = Dax Öo. Agcı » 
7 


007 


Die Summation über 7 ergibt nun 


LAu= BLTE g00 = Lan >, Ago.)- 


= [7 
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Die vier Größen SAoos transformieren sich also nach der Gleichung (18, 5), 


o Ei 
d.h. sie sind die Komponenten eines Vektors. Bei den Anwendungen tritt 
oft die Multiplikation von zwei Tensoren mit gleichzeitiger Kontraktion auf. 
So entsteht z. B. aus dem Tensor A,, und dem Vektor B, der Vektor 


D’Ar„B„. Besonders wichtig ist das skalare Produkt von zwei Vektoren 


u 
A, und B;: 
DAB} = skalare Größe. (18, 11) 
2 
Ist insbesondere B,—= A,, so liefert (18, 11) das Quadrat des Betrages von A;: 


D/ 4A; A, = (Betrag von A,)?. (18, 12) 
‚ 2 
Spezialfälle dieser Formel sind die Gleichungen (8, 2), (8, 3) und (10,7). 


Wir werden jetzt die Symmetrieeigenschaften von Tensoren kurz erörtern. 
Wir gehen von einem 'Tensor zweiter Stufe A,, aus. Wir nennen einen 
solchen Tensor symmeirisch, wenn die Beziehung 


Ads (18, 13) 


für alle A und u erfüllt wird. Dagegen wird der Tensor schiefsymmetrisch 
oder antisymmetrisch genannt, wenn 


Ayu=— Ayı (18, 14) 


ist. Schreiben wir die Komponenten A,, in Matrixforn, so ergibt sich im 
Falle (18, 13) eine symmetrische Matrix: 


Ar (18, 13a) 


eaßE 
aoyn 
Pyrz 
ieniTyp 
Danach hat der symmetrische Tensor insgesamt zehn voneinander unabhängige 
Komponenten. Im Falle (18, 14) dagegen ergibt sich eine schiefsymmetrische 
Matrix: 


0a BE 
—aA 0 y ın 
Ag i 18, 14 a)}) 
—A-Bß-y 07% | 
sen. 0 


\!) Das Verschwinden der Diagonalelemente ergibt sich aus (18,14), wenn man „=4 
setzt: 4,,= — A,y= 0. 
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Der antisymmetrische Tensor hat also sechs voneinander unabhängige Kouipo- 
nenten. Die Symmetrieeigenschaften sind deshalb besonders interessant, 
weil sie gegen Koordinaten-Transformationen invariant sind. Dies folgt un- 
mittelbar aus der Definitionsformel (18,6). Vertauscht man nämlich A und u, 
so ergibt sich | 

Ayı= DA Ara Ago- (18, 15) 


og 


Andererseits sieht man sofort ein, daß die Benennung von, Indizes, über 
welche summiert wird, beliebig geändert werden darf. Man kann also auf 
der rechten Seite von (18,15) die Buchstaben eg und o miteinander ver- 
tauschen; | 5 

Ay > Gyo rg Asg- (18, 15a) 


.00 


Aus (18, 15a) und (18, 6) folgt aber ohne weiteres, daß im Falle (18, 13) 
Ay Aj., dagegen im Falle (18,14) A), = — A;„ ist. Der Tensor wird 
also auch im Koordinatensystem x, symmetrisch bzw. antisymmetrisch sein, 
wenn er diese Eigenschaft im Koordinatensystem x, besitzt. Diese beiden 
Symmetrieeigenschaften lassen sich auch bei Tensoren höherer Stufe definieren. 
Nur muß man dann das betreffende Paar von Indizes explizite angeben, da ja 
noch weitere Indizes vorhanden sind. Zum Beispiel wird der Tensor A,,, anti- 
symmetrisch in bezug auf die beiden ersten Indizes genannt, wenn die Beziehung 


Azur Zu Aus (18, 16) 
für alle Werte von A, u und » erfüllt ist. 


Es sei noch ein spezieller Tensor erwähnt, den wir später benötigen werden. 
Es ist dies ein symmetrischer Tensor zweiter Stufe, dessen Komponenten 
in jedem Koordinatensystem durch die Diagonalmatrix (9, 7), 


100 o\ 
101009 
Ö,= i 18, i7 
au 00 19% ( ) 
000]1 


gegeben werden. Der Beweis erfolgt wieder mit Hilfe der Transformations- 
formel (18,6). Sind nämlich die Komponenten dieses Tensors im Koordi- 
natensystem x, durch (18,17) gegeben, dann werden seine Komponenten 
im Koordinatensystem x, nach (18, 6): 


OD Mrg Ana Ögs 
es 


Führt man auf der rechten Seite zunächst die Summation über o aus, so folgt 


6, = 29% Aue» 
e 
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Daher ist nach (18, 3) 
. öiu= Ö. (18, 18) 


Der Tensor hat also in allen’ Koordinatensystemen die Komponenten (18, 17). 
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Betrachten wir die Bewegung eines Punktteilchens, so ist sein Geschwindig- 
keitsvektor u, nur an den Punkten seiner Weltlinie bestimmt. Liegt dagegen 
die Bewegung einer Flüssigkeit vor, dann ist der Geschwindigkeitsvektor 
an allen Punkten des 4-dimensionalen Raumes definiert. In diesem letzten 
Fall dürfen wir von einem Vekiorfeld sprechen. Offenbar wird man dieses 
Vektorfeld in der Weise beschreiben ınüssen, daß man seine Komponenten % . 
für jeden Punkt des Raumes angibt, was durch Angabe der vier Funktionen 
u,(x,) erreicht ist. Dabei verlangt die Vektoreigenschaft, daß an jedem 
Punkt die Transformationsformel (18, 5) gilt: 


u4(%,) = D, Are Ue(&u)- (19, 1) 


In ähnlicher Weise kann man auch Tensorfelder beliebiger Stufe einführen. 


Wir betrachten zunächst ein Tensorfeld nullter Stufe, d.h. ein skalares 
Feld A(x,). Bilden wir die Ableitungen der Funktion A nach den Koordi- 
naten x,, so läßt sich leicht zeigen, daß diese vier Ableitungen die Kompo- 
nenten eines Vektors sind. Berechnen wir nämlich diese Ableitungen im 
Koordinatensystem x,, so wird wegen A=A|': 


0A’ 0A 0% 
a = 0% 00 
; 0% | 2 
Wenn man dx aus (9, 8) entnimmt, folgt: 
= 
=2u die I = x (19 ’ 2) 
o 
was nach (18, 5) den Beweis unserer Behauptung liefert. Den Vektor mit 
den Kömponenten ,, Fennen wir den (4- dimensionalen) Gradienten der 
A \ 


skalaren Größe A. 
Betrachten wir nun ein Vektorfeld A,(x,), so läßt es sich ebenso einfach 


‘zeigen, daß die 4- 4=16 Ableitungen 0A, die Komponenten eines Tensors 


| 0% 
zweiter Stufe sind. Man geht jetzt von der Beziehung (18, 5) aus: 


Ai N a.Ae- 
e 
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Differenziert man diese Beziehung nach x,, so folgt daraus wegen der Kon- 
stanz von 4;o: 


0A; OAe 0% 
ax, Yan at a dm 
und wenn man = aus (9, 8) entnimmt, 
0%, 
04: | 9A 
Dar ; =29e Ana, 3 (19, 3) 


nach (18,6) beweist dies die Tensoreigenschaft von = . Ähnlich läßt 
u‘ o 
sich allgemein zeigen, daß durch die Differentiation der Komponenten eines 


Tensorfeldes der Stufe s ein Tensorfeld der Stufe s-+1 entsteht. 


Aus diesem allgemeinen Satz werden wir einige wichtige Formeln ableiten. 


‘Gehen wir zunächst von einem Vektorfeld A, aus, so ist neben 0A, auch OA 


ein Tensor zweiter Stufe. Daher wird auch die Differenz dieser zwei Ten- 
soren ein Tensor sein: 


= Bun: (19, 4) 


Ferner sieht man sofort, daß dieser Tensor antisymmetrisch ist, 
Biy=— Bur- 


Der Tensor (19, 4) stellt offensichtlich die Verallgemeinerung der im 3-dimen- 
sionalen Raum als Rotation eines Vektorfeldes bezeichneten Größe dar. 
Während aber im 3-dimensionalen Raum die Rotation eines Vektorfeldes 
wieder als ein Vektor aufgefaßt werden kann, ist dies im 4-dimensionalen 
Raum nicht mehr möglich. Den Grund dafür kann man leicht angeben. Im 
3-dimensionalen Raum hat der antisymmetrische Tensor zweiter Stufe drei 
voneinander unabhängige Komponenten, d. h. genau so viele, wie ein Vektor. 
Dagegen ist die Zahl seiner Komponenten im 4-dimensionalen Raum gleich 
sechs, also von der Zahl der Komponenten eines Vektors verschieden. Es 
sei noch bemerkt, daß der Ausdruck auf-der linken Seite von (19, 4) deshalb 
besonders interessant ist, weil er die Tensoreigenschaft auch bei Verwendung 


nicht 


04; 
OXy 
gilt). Wie wir in $ 21 sehen werden, spielt ein Tensor der Form (19, 4) in 
der Theorie des elektromagnetischen Feldes eine wichtige Rolle. 


eines beliebigen Koordinatensystems behält (was z. B. für 


Gehen wir von einem beliebigen antisymmetrischen Tensor zweiter Stufe 
Fan aus, 


F,ı=- uär (19, 5) 
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® ® ® “ . OF, . 5 ® 

30 können wir durch Differentiation zunächst den Tensor = bilden. Ein 
> ’ or, 

für die Maxwerısche Theorie wichtiger Tensor ergibt sich, wenn wir zu == 


0x, 


die daraus durch zyklische Vertauschung der Indizes A, u,» entstehenden 


ur d OF, 


0x 0x 


OFıu. OF.» OF; 
0%, 0% u 


zwei weiteren Tensoren addieren: 


Aruv = 


(19, 6) 


Dieser Tensor hat die Eigenschaft, daß er in bezug auf jedes Indizespaar anti- 
symmetrisch oder — wie man dafür sagt — vollständig antisymmetrisch ist: 


Am =— A = = Ayıu=-— Ayua- (19, 7) 
Vertauscht man nämlich in (19, 6) die Indizes A und u, so folgt aus (19, 5) 
OF, OF;, OF, 0Ry OF, OF 
a a a Arm 


Ähnlich bestätigt man auch die anderen Beziehungen (19,7). Aus (19,7) 
folgt nun, daß alle Komponenten Aaı,„,, bei welchen gleiche Indizes vor- 
kommen, identisch gleich Null sind. Es werden also nur diejenigen Kompo- 
nenten nicht identisch verschwinden, bei denen alle drei Indizes voneinander 
verschiedene Werte haben. Solche Wertsysteme der Indizes gibt es aber 
offenbar nur vier: (1,2, 3), (2,3,0), (3,0,1) und (0, 1,2). Beachtet man 
noch, daß sich bei einer beliebigen Permutation, z.B. von 1,2,3, nur das 
Vorzeichen von A,„, ändern kann, so folgt, daß der Tensor (19, 6) vier von- 
einander unabhängige Komponenten hat, d. h. genau so viele wie ein 4-dimen- 
sionaler Vektor. Es läßt sich ferner zeigen, daß man dem Tensor (19, 6) 
eindeutig einen Vektor zuordnen kann. Aus diesem Grunde bezeichnet man 
den Tensor (19, 6) auch als Pseudovektor. | 


04, 


: 9 
0x, 


Betrachten wir nochmals den aus dem Vektor A, gebildeten Tensor 


so können wir daraus durch Kontraktion eine skalare Größe bilden: 
= > u — skalare Größe . (19, 8) 
- 0x 


Diese Operation entspricht der Divergenzbildung im 3-dimensionalen Raum. 
Dementsprechend nennt man den Ausdruck (19, 8) die 4-dimensionale Diver- 
genz des Vektorfeldes A;. Eine ähnliche Operation läßt sich auch bei Ten- 
soren höherer Stufe definieren. Geht man z.B. von einem Tensor zweiter 
Stufe aus, so ‚gilt zunächst 


OAru 
0% 


— Tensor der Stufe 3. 
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Daraus ergibt sich nach Kontraktion über » und z.B. u: 


> an — Vektor. (19, 9) 
u 


EA 


Die Differentialoperation kann auch mehr als einmal auf ein Tensorfeld 
me werden. Ist also A,... ein Tensorfeld der Stufe s, so wird 
Ar. 0? A. 
0: ein Tensorfeld der Stufe s+ 1, ——— 22, Fy = 
usw. Zu einer besonders wichtigen Formel gelangen wir, wenn wir nach 
zweimaliger Anwendung des Differentialoperators in bezug auf die den 
Differentiationen entsprechenden Indizes kontrahieren. Es ergibt sich dann 


0? Ar... 
9x, 0% 0%, 


ein Tensorfeld der Stufe s-+ 2 


= Tensor der Stufe s. 


2 
Der Operator 2 £ läßt also die Stufe des Tensörfeldes unverändert, 
0% 0% 


d.h., er ist ein skalarer Operator. Formal erscheint dieser Operator als die 
unmittelbare 4-dimensionale Erweiterung des aus dem 3-dimensionalen 
Raum bekannten LAPLAck- Operators = 


2 39a © 
Tuer Baar Te nn 


i=1 


Dies: ist. aber eine Folge der Verwendung der imaginären Zeitkoordinate 
%=tci. Geht man zu der reellen Koordinate x,= ct zurück, so ergibt sich 


02 CE SE 0° 
00 Der "ay? ar Fer „ 


Es handelt sich also um den aus der Diskussion der Lichtausbreitung im 
Vakuum bekannten D’ALEMBERT-Operator, 


92 
Dam ön Oo = ud c2 912° en 


‚der sich von dem 4-dimensionalen LarLaceschen durch das negative Vor- 
zeichen des vierten Termes unterscheidet. Damit haben wir bewiesen, daß 
der D’ALEMBERT-Öperator eine -skalare Größe im Mınkowskıschen Raume ist, 
oder mit anderen Worten, daß er gegen die allgemeine LorEnTz-Transforma- 
tion invariant ist. 
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$ 20. Die Maxweırschen Gleichungen in 4-dimensionaler Form 


“Wie wir schon am Ende des $ £ erwähnt haben, sind die Maxweuıschen 
Gleichungen des elektromagnetischen Feldes gegen die Gauızeı-Transfor- 
mation nicht invariant. Nehmen wir nämlich an, die Maxweııschen Glei- 
chungen hätten im Koordinatensystem x, ihre bekannte Form; gehen wir 
dann durch die GArıLeI-Transformation (1, 2), (1, 3) zu einem anderen Koor- 
dinatensystem x, über, so werden die Maxwerıschen Gleichungen, in den 
Koordinaten x, ausgedrückt, eine von der ursprünglichen abweichende und 
wesentlich kompliziertere Gestalt annehmen. Diese Eigenschaft liefert einen 
neuen Beweis für die in $ I aus der Diskussion der Lichtfortpflanzung ge- 
zogene Schlußfolgerung, daß die GaLizei-Transformation notwendig zu der 
Annahme eines absoluten Koordinatensystems führt. Dasjenige Koordinaten- 
system, in welchem die Maxweııschen Gleichungen ihre gewöhnliche, ein- 
fache Form annehmen, würden wir nämlich als das absolute Koordinaten- 
system bezeichnen müssen. Dagegen sind die Maxweııschen Gleichungen 
gegen die allgemeine Lorentz-Transformation invariant, wie wir in diesem 
Abschnitt ausführlich beweisen wollen. 


Die einfachste und für die Physik wichtigste Art von invarianten Glei- 
chungen sind die Tensorgleichungen. Diese drücken die Gleichheit zweier 
Tensoren derselben Stufe aus. Sind z.B. A,, und B,„ zwei Tensoren zweiter 
Stufe, so ist das System der 16 Beziehungen 


Ar = Bi. für alle Werte von A, u (20, 1) 


eine Tensorgleichung der Stufe 2. Bringt man B;, auf die linke Seite und 
beachtet man, daß. A,„— Bı„ ebenfalls ein Tensor ist, so folgt, daß man 
die allgemeine Tensorgleichung auch, in der Form 


G,=0 (20, 2) 


schreiben kann. Die Invarianz der Tensorgleichung (20, 2) gegen Koordinaten- 
Transformationen folgt unmittelbar aus der Bemerkung, daß nach der Trans- 
formationsformel (18, 6) die Komponenten C;, des Tensors im Koordinaten- 
system x%, homogen-lineare Funktionen der Komponenten C;, in x, sind. 
Ist also Gleichung (20, 2) erfüllt, d.h. verschwinden sämtliche Kompo-: 
nenten C;, des Tensors im Koordinatensystem x,, so werden auch die Kompo- 
nenten C;, in einem beliebigen Koordinatensystem x, verschwinden: 


Ch=0. (20, 2a) 


Danach behält die Tensorgleichung die gleiche Form in allen Koordinaten- 
systemen, d.h. sie ist gegen Koordinaten-Transformationen invariant. 


Wie wir im folgenden zeigen werden, ist die Invarianz der Maxweuıschen 
Gleichungen gegen die Lorentz-Transformation von der eben erwähnten 
Art, d.h., sie folgt aus der Tatsache, daß diese Gleichungen sich als Tensor- 
gleichungen des Mmxowskischen Raumes schreiben lassen. Letzteres werden 
wir dadurch erreichen, daß wir die bei der quantitativen Beschreibung des 
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elektromagnetischen Feldes verwendeten Größen als 4-dimensionale Tensoren 
'auffassen. Wir werden dann sehen, wie bei der auf diese Weise entstehenden 
4-dimensionalen Formulierung die schon in der gewöhnlichen 3-dimensionalen 
Form so eindrucksvolle innere Kohärenz und mathematische Eleganz der 
Theorie noch. größer wird. Es sei noch bemerkt, daß die Invarianz- 
eigenschaften der Maxwerıschen Gleichungen nicht nur rein theoretisches 
Interesse besitzen, sondern auch in praktischer Hinsicht für die Behandlung 
von konkreten physikalischen Problemen: wichtig sind. Man kann nämlich 
die Lösung eines gegebenen Problems dadurch vereinfachen, daß man zu- 
nächst ein dem Problem besonders angepaßtes Koordinatensystem verwendet. 
Mit Hilfe der Transformationseigenschaften der elektromagnetischen Größen 
kann man dann die in diesem Koordinatensystem gefundene Lösung des 
Problems auf irgendein anderes Koordinatensystem. übertragen (vgl. $ 23). 


Wir gehen von der üblichen Form der Maxwerıschen Gleichungen aus: 


108 -=5, dvEe=p; (20, 3) 


rot + 20, divö=0. (20, 4) 
Dabei sind € und 9 die Vektoren der elektrischen und magnetischen Feld- 
stärke, s und g die Strom- und Ladungsdichte. Die Verwendung der gewöhn- 
lichen (3-dimensionalen) Vektoren weist darauf hin, daß diese Gleichungen 
gegen Drehungen des 3-dimensionalen Raumes invariant sind. Die Größen 
s und o sind im allgemeinen als voneinander unabhängig zu betrachten. 
Nur bei Konvektionsproblemen und insbesondere in der Elektronentheorie: _ 
hängt die Stromdichte s mit der Ladungsdichte oe und der Geschwindigkeit q 
der die Ladung tragenden Materie durch die Formel. 


s-oa (20, 5) 


zusammen. Es gilt aber immer die aus der ersten Maxweııschen Gleichungs- 
gruppe (20, 3) folgende Kontinuitätsgleichung 


: 00 

divs-+ Tg 0. (20, 6) 
Die Tatsache, daß jede von den Gleichungsgruppen (20, 3) und (20, 4) 
‚vier Gleichungen enthält, legt die Vermutung nahe, daß in der 4-dimen- 
sionalen Formulierung jede dieser Gruppen in eine Vektorgleichung über- 
gehen wird. Ähnliche Betrachtungen lassen auch auf die Art der 4-dimen- 
sionalen Tensoren schließen, die man zur Beschreibung des elektromagneti- 
schen Feides verwenden muß. Die Gesamtzahl 2-3= 6 der Komponenten 
der Feldstärken € und 9 zeigt, daß man dafür einen antisymmetrischen 

Tensor zweiter Stufe F,, benötigt: 


PBu=- Fa: (29, 7) 
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Die drei Komponenten von 5 zusammen mit der Ladungsdichte 0 werden 
sich zu einem 4-dimensionalen Vektor vereinigen. Auch die Struktur der 
Gleichungen (29, 3) spricht zugunsten dieser Zuordnungen. Die linken Seiten 
dieser Gleichungen enthalten nämlich die ersten Ableitungen der Feldstärken. 
Die entsprechende 4-dimensionale Operation wäre zunächst die Bildung des 


Tensors dritter Stufe LEiT . Daraus könnte sich dann durch eine Kontraktion 
v 
ein Vektor ergeben, wie es die rechte Seite von (20, 3) verlangt. 

Wir werden nun durch direkte Rechnung zeigen, daß sich dieses Programm 
tatsächlich durchführen läßt. Die sechs unabhängigen Komponenten des 
antisymmetrischen Tensors F},„ teilen wir in zwei Gruppen ein, nämlich 
Fi9» Pag; Fa und For: For: Pos: Während die drei ersten Komponenten reell 
sind, müssen die drei letzten rein imaginär sein, da sie den Index O enthalten, 
welcher der imaginären Zeitkoordinate x,=:ct entspricht. Die uns zum Ziele 
führende Zuordnung der Komponenten 7), zu den Komponenten von € 
“und $ lautet: 


12 2 23 vr 31 u y \ (20, 8) 
Fy=iEr, Foa=iEy, Fa=ik:. 


Den aus der Stromdichte s und der Ladungsdichte 0 öikelehenden 4-dimen- 
sionalen. Vektor bezeichnen wir mit sı. Es wird also tv 


yes Sms Sms Hmio. | (20, 9) 
s; kann man als den 4-dimensionalen Stromdichtevektor bezeichnen. 


Wir betrachten zunächst die erste der Gleichungen (20, 3), 


OH, OH, BE, 
0y 02 cd 


Mit Hilfe der Zuordnungen (20, 8) und (20, 9) nimmt diese Gleichung die 
Form an: 


OF OFai OF 
0 0 9 


Und da nach (20,7) F4„=-Fi Fa=—Fu und F,=0 ist, wird: 


dFy , OF oE OF _ SO. _ 
FE Fa Fe =, em 


Ähnlich findet man für die zwei nächsten Gleichungen (20,3) 


WO 0) _ 
PA I Da mr | 


Papapetrou, Relativitätstheorie 6 
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Die letzte Gleichung (20, 3), 
OE; OEy OE, 


9x , 0y + 0: > 
ergibt in ähnlicher Weise, wenn wir sie noch mit # multiplizieren, 


0 
D3nfa=s- 


e 


Insgesamt liefert also die Gruppe (20, 3) 


0 
Dr Fie = $, (20, 10) 
e 


was nach (19, 9) tatsächlich eine Vektorgleichun g des Mmkowsxıschen Raumes 
ist. | 

In ähnlicher Weise lassen sich auch die Gleichungen der Gruppe (20, 4) 
umformen. Die erste dieser Gleichungen, 


OE, _OE, OH: OH, 
0 9 cd 


=0, 


liefert zunächst: 
ar Ir a 777 = 


Also schließlich 


OF, OF , OF 


0% 9%, dm ei 


Für die weiteren drei Gleichungen (20, 4) findet man 
OFjo , OFoa , OFa 


0% 0x a 0%), ii 
OF Ä Fu , 9Fı 
0% 0% Bar Fe 9%, = 
OF, , OFy , OF 
0x, VER rare O X, in 


Die linken Seiten dieser vier Gleichungen sind aber nichts anderes als die 
nicht-identisch verschwindenden Komponenten des durch (19, 6) definierten 
vollständig antisymmetrischen Tensors dritter Stufe. Daher sind diese: Glei- 
chungen der Tensor- oder Pseudovektorgleichung 


IFw OF, 
atom —0 (20, 11) 
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äquivalent. Damit haben wir auch die zweite Gruppe (20, 4) der MAXWELL- 
schen Gleichungen in 4-dimensionale Form gebracht. Das gesamte System 
der Maxweııschen Gleichungen ist also in der Vektorgleichung (20, 10). 
und der Pseudovektorgleichung (20, 11) enthalten. 


$ 2]. Das elektromagnetische Potential 


Die elektromagnetischen Feldstärken € und 9 lassen sich bekanntlich 
aus einem Vektorpotential Y und einem skalaren Potential 9 ableiten. Dies 
folgt aus der Gleichungsgruppe (20, 4). Die letzte dieser Gleichungen be- 
deutet nämlich, daß 5 die Rotation eines Vektors U ist: 


H=rotl. (21,1) 
Setzt man aber (21,1) in die erste der Gleichungen (20, 4) ein, so ergibt sich 


rot (+2) =, 


Daraus folgt, daß der Vektor + = der Gradient einer skalaren Funk- 


tion —g@ ist: 
oU 
C+ Fre grad o. 
Daher 
OU 
E=-gradp- 7, (21, 2) 


Wir haben jetzt nur noch die erste Maxweıısche Gleichungsgruppe (20, 3) 
zu berücksichtigen, welche vier Gleichungen für die vier neuen Unbekannten 
Ax, Ay, A, und © liefert. Beachtet man die Identität 


rot (rot A) = grad div A— AU, 
so folgt aus der ersten der Gleichungen (20, 3) 


U 0) j 
AU -— wor — grad (aiv A+ = —$, (21, 3) 
Ähnlich folgt aus der zweiten der Gleichungen (20, 3) 
FE; do 
49 amt Fr ir) =. (21, 4) 


Der Übergang zur 4-dimensionalen Schreibweise bietet keine Schwierig- 
keiten. Zunächst fassen wir das Vektorpotential Y und das skalare Poten- 
tial 9 zu einem 4-dimensionalen Vektorpotential A, zusammen; 


Ad4,=4,, A,=4,, ! d4,=4;; 4d,= io. (21, 5) 
6* 
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Dann finden wir aus (20, 8) und (22, 1): 


9A 0A 
Fe=H, = ne. I, 
Daher ist nach (21, 5) 
| | r._ 94, _ 94, 
2.0 0% 
Ähnlich berechnen wir 
ne 0A, _ 04, Fa 0A, 84a 
0 0 ET 0 


rd, 9m, 
Und in ähnlicher Weise 
FE _04, 04, _ 04, 94, 
0 0 0 09 


Die elektromagnetische Feldstärke F;, hängt also mit dem Vektorpotential A; 
durch die tensorielle Operation (19, 4) zusammen: 


(21, 6) 


Führt man die Beziehung (21, 6) in die zweite 4-dimensionale MAxwELL- 
sche Gleichung (20, 11) ein, so findet man, daß die dadurch entstehenden 
sechs Ternıe auf der linken Seite von (20, 11) sich gegenseitig aufheben; 
daher ist Gleichung (20, 11) automatisch erfüllt. Dies war auch zu erwarten, 
da Gleichung (21,6) mit (21,1), (21, 2) gleichwertig ist. Diese letzten Glei- 
chungen. wurden aber aus (20, 4) abgeleitet, die ihrerseits mit (20, 11) äqui- 
valent ist. In der 4-dimensionalen Sprache kann man sagen: die Be- 
ziehung (20, 11) liefert die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
daß sich der antisymmetrische Tensor F,, aus einem Vektor A; nach (21, 6) 
ableiten läßt. 


Setzt man dagegen (21, 6) in die erste 4-dimensionale Maxweısche Glei- 
chung (20, 10) ein, so findet man die 4-dimensionale Form der Gleichungen 
(21,.3) und (21, 4): 
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Diese Gleichung nimmt bei Verwendung des D’ALEMBERT-Operators (19, 11}-- 


folgende Form an: 
R) > 0A 
Ay SEE N 21,7 
[J A 0% Sr ( ) 
E 


Man bemerke nun, daß das einem gegebenen elektromagnetischen Feld F;, 
entsprechende Potential A, nicht eindeutig definiert ist. Nimmt man näm- 
lich ein willkürliches skalares Feld ® und addiert zu Ar den Gradienten 
von @, 


AA: (21, 8) 


so liefert A, als Vektorpotential in (21,6) eingesetzt das gleiche Feld F;, 
wie A,. Mit anderen Worten: neben A, befriedigt auch A, die Feldgleichung 
(21,7) mit dem gleichen Vektor ss. Dementsprechend darf man bei der Be- 
handlung von konkreten Problemen das Vektorpotential durch eine zusätz- 
"liche Bedingung einschränken. Gleichung (21,7) zeigt, daß für diesen Zweck 
folgende Bedingung — die sogenannte Lorentz-Konvention — sich be- 
sonders gut eignet: 


04, 


Fr =0. (21, 9) 


e 
Dann reduziert sich nämlich die Feldgleichung (21,7) auf die einfache Form 
|) Ai =—.H. (21, 10) 


Wendet man den Divergenzoperator auf die Vektorgleichung (21,7) an, 
so ergibt sich 


Die linke Seite ist aber identisch ‘gleich Null, da man die Operatoren nn 
2 


und [_] vertauschen darf und im zweiten Term A statt o schreiben kann. 
Es gilt also 
054 
a mm 0) . 21 9 11, 
2 0% 


Diese Beziehung stellt die 4-dimensionale Form der Kontinuitätsgleichung 
(20,6) dar und bringt daher den Erhaltungssatz für die Gesamtladung des 
Feldes zum Ausdruck. 
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$ 22. Transformationsformeln für F},, ss und A, 


Geht man von einem Koordinatensystem x, zu einem anderen x, durch 
die allgemeine Lorkntz-Transformation (9, 5) über, so transformieren sich 
‚dabei die Komponenten der elektromagnetischen Feldstärke F,, nach der 
Formel (18, 6): 


Fu = > Aje Ayo Fo . (22, 1) 


00 


Für die Komponenten der. Stromladungsdichte sı und des elektromagneti- 
schen Potentials A, gilt dagegen die Formel (18, 5): 


= Da Se» (22, 2) 
e 
Ai= 2a Ar. (22, 3) 
e 
Wir wollen diese Formeln für die spezielle Lorzntz-Transformation (4, 12) 
mit der Matrix (9, 10), 
BES LE 
yı-ß? 1— 2? 


a, = | , (22, 4) 


je») 
© 
Fear 
© 


— 00 —— 
= 1 


explizite ausrechnen, da die dadurch entstehenden Beziehungen für die An- 
wendungen von Wichtigkeit sind. 


Wir geben die ausführliche Rechnung für Fjz wieder, 


Fir = an ago Fo. 
00 


Die Summation über o reduziert sich nach (22,4) auf einen einzigen Term 
(= 2, do =]): 


Fia= DI @eFes- 
e 


Die Summation über 0 ergibt zwei nicht verschwin dende Terme (für o=1 
und 0): 
‚ 1 
Fa= ayFfa+ aufo= vB Fat iBF). 
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Ähnlich lassen sich auch die anderen Komponenten berechnen. Das Gesamt- 
ergebnis lautet 


i 


NR 


Fa=Fy, Fu = (FatißFa) 


1 ’ 
An re Put PR 
(22,5) 
2 1 
Fo=Fo Fa= =—— (Fat ißF2): 
yı— B? 
SEIEN ERR:, MER..ı, 
| 30 IPFyı)- 


Aus diesen Formeln kann man mit Hilfe von (20, 8) zu den Komponenten 
der 3-dimensionalen Feldstärken € und 9 Be Man findet 


1 , 
Ex=E;,, Bm a ir PBN, EB — Era? (E;,+ßH,); 
e 1 
H;=H,, a var (H,+BE;), Be 


Die Beziehungen (22,6) lassen zwei interessante Anwendungen zu. 
Berechnen wir nämlich daraus das 3-dimensionale skalare Produkt 
(€ H)=E,H;+E,H,+E;H;, so finden wir nach einer elementaren 


Rechnung 
(EH)= (CH). (22,7) 


Ähnlich finden wir für den Ausdruck E’?— H'?=(E}+ Ey +E,°?) 
— (HP +H, + HP): 


(22,6) 
(H;— Ey). 


E'?— H'?= E2—_H?. (22, 8) 


Andererseits verhalten sich die Größen € und 9 bei dreidimensionalen Dre- 
hungen wie Vektoren des 3-dimensionalen Raumes. Bei solchen Drehungen 
‘bleiben also sowohl das skalare Produkt (ES9), als auch die Quadrate E? und 
H?®, und daher auch E?— H? invariant. Berücksichtigt man dann noch, daß 
durch Überlagerung von speziellen Lorentz-Transiormationen der Art (4, 12) 
und 3-dimensionalen  Drehungen die allgemeine Lorkxtz-Transformation 
hervorgeht, so folgt, daß die Größen (E95) und E?-—- H? auch gegen die all- 
gemeine LorknTz-Transformation invariant sind. 


Die Transformationsformel (22, 2) für die Strom-Ladungsdichte ergibt 
bei der durch (22, 4) beschriebenen Lorzntz-Transformation 


RW, 


n 1 . ’ , 1 .Q. 
= oz tie 2m, 3m, ze 
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Oder, wenn wir mit Hilfe von (20,9) zur 3-dimensionalen Stromdichte s 
und der Ladungsdichte g zurückgehen, 


g= (z—-Bo), ses, =; 


1 
27 (22,9) 


1 
e BT | 


_ Ähnlich findet man aus (22, 3) und (22, 4) für die Transformation des 4-dimen- 
sıonalen Potentials 


1 
Al=—————(A,+:ß4A,), Ad=4A,, A3=4,; 
l yı—B: ( ıTt ß 0) F} 3 3 
Mess 


1 i 
np“ -:ßA,). 


Und wenn man (21, 5) berücksichtigt: 


’ 1 2 __ Fe . 
A; = 1° (Ax— By); A,y= Ay, A;=4;; | 


8 23. Das Feld eines geladenen Teilchens 


Das Inertialsystem x, sei das Ruhsystem eines Teilchens, das die elektrische 
Ladung e trägt. Sein Ort sei als der Ursprung des räumlichen Koordinaten- 
systems gewählt, d.h. dasTeilchen befinde sich dauernd am Punkt = y=z=0. 
Das Potential A; des von diesem Teilchen erzeugten elektromagnetischen 
Feides läßt sich unmittelbar, z.B. aus (21, 10), berechnen. Bemerkt man 
nämlich, daß das Feld unabhängig von der Zeit, d.h. statisch sein wird, 
so reduziert sich nach (19, 11) der D’ AuzmBertsche Operator auf den LAPLace- 
schen, und die Gleichungen (21, 10) nehmen die Form 


Akı=—-Ss 


an. Ferner sind im vorliegenden Fall die Komponenten s»(k=1,2,3) 
gleich Null und nur s,= io im Inneren des Teilchens von Null verschieden. 
Folglich wird 
ve 
4nr 


Ar=0(k=1,2,3), 4, (23,1) 


Dabei bedeutet r die Entfernung des Aufpunktes (x,y,2z) von Ort des 
Teilchens: 
y— Yx2 +72 +22. (23, 2) 
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Gehen wir zur 3-dimensionalen Schreibweise zurück, so folgt aus (21, 5) 


A=0, 9=—. (23,3) 


Die Feldstärken & und 9 lassen sich aus (21,1) und (21,2) berechnen: 


en u 
= Any’ H9H=0. (23, 4) 


Dabei ist r der vom Ort der Ladung zum betrachteten Aufpunkt führende 
Vektor mit den Komponenten x,y, 2 


Wir gehen nun zu einem anderen Re %, mit Hilfe der 
speziellen Lorentz-Transformation (4, 12) über. In x, bewegt sich das Teil- 
chen parallel zur x’-Achse mit der konstanten Geschwindigkeit g=—v. 
Das von dieser gleichmäßig bewegten Ladung erzeugte elektromagnetische 
Feld wird am einfachsten in der Weise ermittelt, daß man von dem durch 
(23, 3) und (23,4) im Ruhsystem x, gegebenen Feld ausgeht und es mit 
Hilfe der Formeln (22,10) und (22, 6) auf das Koordinatensystem %, trans- 
formiert. Das Ergebnis lautet: 


K EIRPUREBEN. SERBIEN A=A=0, a —; (23, 5) 


Ber Ay N SCHERER. ERSERRF 
an ar yı— pe ann? Yı— PR - 
Hi=0, es nn. zei). | | 
4? YL— ß? 4a? Yyı— 2 


Diese Formeln sind aber insofern noch unbequem, als sie die Feldgrößen im 
neuen Koordinatensystem x, als Funktionen der alten Koordinaten x, aus- 
‚drücken. Der Übergang zu den neuen Koordinaten läßt sich unmittelbar 
mit Hilfe der zu (£, 12) reziproken Transformation (4, 14) ausführen, 


x’+ ut’ ct +ßx 
_ I, =y, z=,, ü=-—— 23,7 
Yı—ß? i yı-ß? _ 
Daraus folgt 
’ 9 j 
ER Yx2 +yP2+22= et y’atz'2, (23, 8) 
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Setzt man den Wert (23, 8) in (23, 5) ein und bemerkt, daß g=—v und 


daher B=— z ist, so ergibt sich \ 
Ale ee I ran ne, A=A=0, 
anc Mr—gt)24 (+29) (1-9 


e 
Tan Neger ta | 


Ahnlich findet man aus (23, 6) mit Hilfe von (23,7) und (23, 8) die end- 
gültigen Ausdrücke für die Komponenten von €’ und 5’. Diese Komponenten 
hätten wir selbstverständlich auch aus (23, 9) mit Hilfe von (21,1) und 
(21, 2) berechnen können. 


Das Ergebnis (23, 9) kann man natürlich auch durch unmittelbare Lösung 
der Maxweıischen Gleichungen im Koordinatensystem x; gewinnen. Die 
für die Physik am meisten interessierende Lösung dieser Gleichungen ist 
durch die Formel der retardierten Potentiale gegeben. Im Falle eines be- 
liebig bewegten geladenen Teilchens, wobei also die Stromdichte durch (20, 5) 
gegeben wird, lautet diese Formel 


DVS IR (RENL DER, el nu en. 
er r{ı =. er r(1—) a 
c Cı 


ret ret 


Pivyz);t Dabei ist e die Gesamtladung des Teilchens, 
während der Index: ‚ret‘“ bedeutet, daß sich 
die in den Klammern stehenden Größen auf die 
dem 4-dimensionalen 'Aufpunkt (x, y, 2; 2) ent- 
sprechende retardierte Lage Q des Teilchens be- 
ziehen (Fig. 8). q ist also die Geschwindigkeit 
des Teilchens an der Stelle O, R die 3-dimen- 
sionale Entfernung der Punkte Q und P, 


G/ R=YX—-2)?+(Y— y?+(Z—2)?, (23,11) 
W@%KZ)T und gr die Projektion von q in die Richtung 

des von O nach .P führenden Vektors R: 

mer grR=gcosa oder Rgr=(Rq). (23, 12) 


Die genaue Definition der retardierten Lage Q besteht darin, daß das be- 
wegte Teilchen sich dort an demjenigen Zeitpunkt befindet, der die Be- 
ziehung 


z=t-— < (23, 13) 
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‚erfüllt. Der Wert von 7 läßt sich aus (23,13) und (23, 11) bestimmen, wenn 
die Bewegung des Teilchens bekannt ist, wenn also die Teilchenkoordinaten 
X,Y,Z bekannte Funktionen von 7 sind. Die Gleichung 


7=1- Vo -P+W- + ZW- 2° 


enthält nämlich dann neben x, y,z und i nur noch tz, so daß man daraus 7 
als Funktion von x, y,z. und ? bestimmen kann. 


Kehren wir zu dem im Koordinatersystem x, mit der konstanten Ge- 
schwir: digkeit qg= — v parallel zur %’-Achse bewegten Teilchen zurück, so ist 
seine Bewegung durch die Beziehungen 


X=gr, Y=Z=0 
bestimmt. Es folgt dann aus (23, 11): 
Rr= (gr)? + y2+2"2. 
Ersetzt man in dieser Gleichung r’ mit Hilfe der Beziehung (23, 13) durch 
R' 


T’=ti — — 


23, 14 
- (23, 14) 


so ergibt sich daraus eine quadratische Gleichung für R': 
A-BYRT+2BF gi) [ae gi’ +y°+72]=0. 
Die Auflösung dieser Gleichung liefert 
AP) R'=— B(#’— gi) + age HH) A—BN). (23,15) 


In dieser Beziehung haben wir die Wurzel nur mit dem positiven Vorzeichen 
genommen, weil das negative Vorzeichen zu R’<O führt. Berechnen wir 


noch _ Gp- aus (23, 12), 


Don. de ie 
—R Ir = r (R q) Fe (8 gqT )» 
also wegen (23, 14) 
1 ’ q ’ ’ g? , 
ER ur 6 — gt)-+ c2 R , 
so folgt 


1 
R' ( = ar) = (1— ?) R—— (x’— gt‘). 
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Also nach (23, 15), wenn man beachtet, daß B=-7 ist, 


R' (ı nn = Va gr? ++). 


Damit wird aber die Beziehung (23, 10) mit (23, 9) identisch. Es sei noch 
bemerkt, daß im Ruhsystem x, das’ Feld (23, 3) offenbar sowohl als das 
retardierte, wie auch als das avancierte Feld betrachtet werden kann. Den- 
gemäß sollte man auch das Feld (23, 9) im Koordinatensystem x, nicht nur 
aus den Formeln (23, 10) für die retardierten, sondern auch aus denjenigen 
für die avancierten Potentiale ableiten können. :Die Richtigkeit dieser Be- 
merkung kann man leicht durch unmittelbare Rechnung bestätigen. Dabei 
muß man berücksichtigen, daß für die avancierten Potentiale die Beziehung 
(23, 13) durch 


ea 
c 


und der Faktor 1— = im Nenner von (23,10) durch 1+ ‚R zu ersetzen ist. 
Selbstverständlich gilt die Identität von retardierten und avancierten Poten- 
tialen nur bei der gleichförmigen Bewegung des geladenen Teilchens. 


Wir wollen noch die Ausdrücke -für die retar- 
dierten und die avancierten Potentiale in 4-dimen- 
sionaler Form schreiben. Dazu bemerken wir 
zunächst, daß die dem 4-dimensionalen Aufpunkt 
P entsprechende retardierte Lage des Teilchens 
durch den Schnittpunkt Q,cı des negativen Licht- 
kegels von P (vgl. $8) mit der die Bewegung 
des Teilchens darstellenden Weltlinie gegeben 
wird (Fig. 9). Durch die Punkte O,.: und P läßt 
sich nun ein 4-dimensionaler Vektor R; definieren, 
dessen 'drei erste Komponenten mit denjenigen 
des 3-dimensionalen Vektors R der Fig. 8 iden- 
tisch sind. Die vierte Komponente R, bestimmt 
man aus der Beziehung, welche das Verschwinden 
der 4-dimensionalen Länge von R, ausdrückt 
(weil Rı auf dem Lichttkegel liegt): 


(R)?=R2. 


Fig. 9 


Beachtet man noch, daß nach der Fig.9 R,>0 sein muß, so folgt 
4 R, = R . 
Die 4-dimensionale Form der Beziehungen (23, 10) lautet nun 


Ur 


e 
A= —— 23,1 
ö dr DU Ro ’ y 
0 
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wobei 14 die Geschwindigkeit des Teilchens an der Stelle Oret bedeutet. 
Berechnet man nämlich die Summe S1,R, unter Verwendung der Werte 
(10,6) von ı,, z 


1 
4, Ra = —————— 
2 'ente yı = ß? 


so folgt daraus unmittelbar die Äquivalenz von (23, 10) und (23,16). Für 

das avancierte Potential wird der Schnittpunkt Q,, der Weltlinie des Teil- 

chens mit dem vorderen Lichtkegel des Aufpunktes P verwendet. Bezeichnet 

man den von QO,, nach P führenden Vierervektor mit R, und die Ge- 

schwindigkeit des Teilchens an der Stelle Q,, mit «;, so überzeugt man sich 

‚durch Berechnung von 3 u; R}, daß das avanciertePotential durch dieFormel 
@ 


(Rg)—cR], 


e u, 


—_—- 23, 17 
In Zur; 
4 


ie 


gegeben wird. 
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Wir betrachten eine ebene, linear polarisierte elektromagnetische Welle, 
die sich im Vakuum fortpflanzt. In 3-dimensionaler Schreibweise müssen 
wir von folgendem Ansatz ausgehen: 


E=E,snwo, H9=9H5ino. (24, 1) 


EC, und 9, sind zwei konstante Anıplitudenvektoren, während die Phase & 
linear in x,y9,2 und 2 ist: 


= 2 WER „,), (24, 2) 


4 


Dabei sind £&, n, £ die Komponenten der in die Fortpflanzungsrichtung weisen- 
den Wellennormale n, während A die Wellenlänge und » die Frequenz der 
Welle bedeuten. Geht man mit dem Ansatz (24,1) und (24, 2) in die MAxwELL- 
schen Gleichungen (20, 3) und (20, 4) ein, so ergeben sich die Bedingungen !) 


(E,n) = (Hon) = 0, 
1 v 1 y ‘ (24, 3) 
Zm9l=-—%; 1 m&l=—9o- 
Diese Bedingungen bedeuten zunächst, daß die drei Vektoren &,, S, und nein 
rechtwinkliges System. mit positivem Drehsinn bilden. Ferner gilt |E,| = |%% 
und 
5% vi=c. (24, 4) 


1) Es bedeutet, wie üblich, (U) das skalare und [AB] das vektorielle Produkt. 
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Die letzte Beziehung drückt die Tatsache aus, daß sich die Welle mit der 
Geschwindigkeit c fortpflanzt. 


Gehen wir zur 4-dimensionalen Schreibweise über, so folgt aus (20, 8) 
und (24,1), daß alle Komponenten F,, von der Form . 


Fı „= (konstante Amplitude) - sin (24, 5) 


sein werden. Die gemeinsame Phase w, die nach (24, 2) linear in den vier 
Koordinaten ist, kann man folgendermaßen schreiben: 


o =, % . (24, 6) 
e 


Der Vergleich von (2£, 2) und (24, 6) ergibt für die Koeffizienten b, die Werte 


ee en 


ji 


2nc 


. 27V 
An " 


Führen wir nun die allgemeine LoREnTz-Transformation (9, 5) aus, so folgt 


aus (22,1) und (24, 5), daß die neuen Komponenten F;, der elektromagneti- 
schen Feldstärke wieder von der Form (24, 5) sind: 


Fj.„= (neue konstante Amplitude) ‚sin @, 


wobei die Phase w dieselbe wie in (24,5) ist. Die Phase bleibt also bei 
Lorentz-Transformationen invariant. Im Koordinatensystem x, ist es aber 
angemessen, die Phase » als Funktion der neuen Koordinaten zu schreiben. 
Dies läßt sich unmittelbar mit Hilfe der reziproken LorenTtz-Transformation 
(9, 8) erreichen: 
= Aueh: 
u 


Es ergibt sich 


w— be 2 ae = ZZ ap de)&a 
@ u Pa 
Setzen wir also 
b,= I a,ob;, (24, 8) 
0 
so wird: 


v= br =r%b%. (24, 9) 
e e 


Die Beziehung (24, 8) ist mit der Transformationsformel (78, 5) für die Kompo- 
nenten eines Vektors identisch. Danach bilden die vier Koeffizienten b, die 
Komponenten eines Vierervektors. Wir nennen diesen Vektor den (4-dimen- 
sionalen) Ausbreitungsvektor der Welle. Wir berechnen den Betrag dieses 
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Vektors mit Hilfe der durch (24, 7) gegebenen Werte seiner Komponenten 
in %: 


Zunft 


Beachten wir, daß die Wellennormale n ein Einheitsvektor ist, also 
&@+m9+Z0=1, so folgt 


1 y2 
20 = ml - 3) . 


dd =0. (24, 10) 


e 


Also wegen (24, 4) 


Der Ausbreitungsvektor einer sich mit der Geschwindigkeit c fortpflanzenden 
Welle ist also, nach der Definition des $ 8, ein Nulivektor des MınkowskI- 
schen Raumes. _ 


Aus der Transformationsformel (24, 8) für den Ausbreitungsvektor b, ergeben 
sich zwei wichtige Formeln, die wir jetzt ableiten wollen. Wir betrachten 
eine Welle, die sich im Koordinatensystem x, parallel der xy-Ebene aus- 
breitet und deren Wellennormale gegen die x-Achse um den Winkel © ge- 
neigt ist. Der Ausbreitungsvektor d, hat also nach (24, 7) die Komponenten 


= (7 0060, — sin 9, 0, er). (24, 11) 
Führen wir nun die spezielle Lorentz-Transformation (4,12) aus, so ergeben 


sich für die Komponenten des Ausbreitungsvektors im neuen Koordinaten- 
system x, aus (24, 8) und (9, 10) die Werte 


‚. [2% csO-— se 27% ‚2n» 1—-ßcos® Ä 
b/= —— —b 
oe -( j Yı-B ’ j sin o, 0, I : TR 92 (24, 12) 


Die Welle breitet sich also auch im neuen Koordinatensystem parallel der 
x'y'-Ebene aus, jedoch mit einem anderen Winkel 0’ und mit veränderter 
Wellenlänge A’ und Frequenz v’. Setzen wir entsprechend (24, 11) 


B in, DI . 2ıv' 
= -(& cos 9’, wo sinO’, 0, ti 2 )» (24, 13) 


so liefert der Vergleich von (24,12) und (24, 13) 
cos ©’ BL ui sin’ _ a, (24, 14) 
M Ayl—Pp? A A 
Eu 1—Bcos® 


(24, 15). 


96 "III. Elektrodynamik 


Wir wollen jetzt annehmen, das ursprüngliche Koordinatensystem x, 
sei das Ruhsystem der Lichtquelle, welche die betrachtete Welle emittiert. 
Die Differenz »’— » ist dann die Änderung der Frequenz infolge der rela- 
tiven Bewegung zwischen einem im Koordinatensystem x, messenden Beob- 
achter und der die Strahlung emittierenden Lichtquelle. Formel (24, 15) 
bringt also den relativistisch berechneten Dorrzer-Effekt zum Ausdruck. 
Diese Formel ist aber deshalb für die Anwendungen unbequem, weil sie 
die für den in x, messenden Beobachter gültige Frequenz v’ als Funktion 
des in x, gemessenen Winkels © angibt. Wir müssen also zunächst © durch ©’ 
ausdrücken. Dies läßt sich am einfachsten erreichen, wenn. man (24,15) 
mit der ersten Gleichung (24, 14) kombiniert. Aus Av=4'v’ folgt nämlich 


cs) — = cosQ’'(1— cos). (24, 16) 
Daraus ‚findet man 
ß + c05 9’ 
97 ‚ 1+ßcos0’ 


Und dies in (24,15) eingesetzt liefert die endgültige relativistische Formel 


des Doprrer-Effekts: 
Y1—P? 9 
'— ® 24, 17 
N +ß cos O’ 
Das Charakteristische in dieser Formel ist der Faktor Yl1— 82, der zur Folge 
hat, daß auch bei senkrechter Beobachtung eine Frequenzänderung eintritt: 


v=vfi-ß für O'- z (24, 18) 


„Dieser sogenannte quadratische DorrLer-Effekt — weil er von ß? abhängt — 
ist im wesentlichen eine Folge der in $ 6 diskutierten Zeitdilatation. Es sei 
noch bemerkt, daß man den quadratischen DorrLer-Effekt mit Hilfe von. 
Strahlung, die von einem möglichst homogenen Kanalstrahlenbündel emittiert 
wurde, unmittelbar beobachten konnte. Man darf also diesen Effekt als eine 
weitere experimentelle Bestätigung der speziellen Relativitätstheorie ansehen. 


Löst man (24, 16) nach ©’ auf, so wird durch die Beziehung 


c08 9 — ß 


er) (24, 19) 


c08 0’ — 


die Aberration des Lichtes beschrieben. Eine andere, mit (24, 19) gleichwertige, 
Formel erhält man durch Elimination von } und A’ aus den zwei Gleichungen 
(24,14): ' 


‚_ _ sn® er 
tg O0 = 1—ß°. (24, 20) 


I 
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$ 25. Der 4-dimensionale Spannungstensor 


Die Kraftwirkungen, die das elektromagnetische Feld auf materielle Träger 
von Ladung und Strom ausübt, sind durch folgende Formel bestimmt: 


8 _6+1s9l. (25, 1) 


d% ist die Kraft, welche auf die im Volumen dV enthaltene Materie wirkt, 
so daß f die elektromagnetische Kräftdichte darstellt. o und s sind die 
Ladungs- und Stromdichte an der betreffenden Stelle, € und 9 die an der- 
selben Stelle herrschenden elektrische und magnetische Feldstärke. Formel 
(25, 1) läßt sich leicht zu einer 4-dimensionalen Gleichung verallgemeinern. 
Betrachten wir nämlich z.B. die x-Komponente von (25, 1), 


%=0Et+syHs— Hy; 


und ersetzen wir die in der rechten Seite auftretenden Größen durch die 
entsprechenden Komponenten von sı und Fı, gemäß (20, 8) und (20, 9), 
so ergibt sich 


«=sFfot sFıat sfu=28Fıe . 


Danach sind die Komponenten von f mit den drei ersten Komponenten 
des 4-dimensionalen Vektors 


=D Fre% (25, 2) 


identisch. Für die vierte Komponente von (25, 2) findet man aus (20, 8) 
und (20, 9) 


fo= Fasıt Foasat+ Fo ss = i(Es). (25, 3) 


Sie ist also bis auf den Faktor — mit der Arbeitsleistung des elektromagneti- 


schen Feldes pro Volumeinheit des materiellen Trägers der elektrischen Ströme 
identisch. 

Die durch (28, 1) Berker: elektromagnetische Kraftdichte wurde von 
MAXWELL auf ein System. von Spannungen zurückgeführt. Der Begriff der 
Spannung ist zunächst in der Elastizitätstheorie entstanden. In der Sprache 
der Tensorrechnung handelt es sich um einen Tensor zweiter Stufe im ge- 
wöhnlichen (3-dimensionalen) Raum. Am einfachsten würden wir die Kompo- 
nenten dieses Tensors mit Dxx, xy usw. bezeichnen. Es ist aber für die 
folgende Rechnung zweckmäßiger, wenn wir numerische Indizes entsprechend 
der Zuordnung <=%,, Y=%, 2=%, verwenden. Dabei werden wir jedes- 
mal erwähnen müssen, daß die betreffenden Indizes nur die Werte 1, 2,3 
durchlaufen, um eine Verwechslung mit den 4-dimensionalen Tensoren zu 

Papapetrou, Relativitätstheorie 7 


98 III. Elektrodynamik 


vermeiden. Wir werden also die Komponenten des Spannungstensors mit 
bir (, k=1, 2,3) bezeichnen, oder ausführlich in Form. einer Matrix 


Dıı Pia Pıs 
Dir=| Dar Da Das 
Dar Daa Pas 


Die physikalische Bedeutung von #;; ist 
die folgende: ?;; gibt die zur x;-Achse 
parallele Komponente derjenigen Kraft 
an, welche auf eine zur %z-Achse senk-- 
rechte Flächeneinheit wirkt (vgl. Fig. 

10). Man beweist in der Elastizitäts- 
theorie und allgemeiner in der Mecha- 
nik des Kontinuums, daß der Tensor 
dirk symmetrisch: ist, 


Dik= Dkis (25, 4) 


so daß er insgesamt sechs vonein- 

ander unabhängige Komponenten hat. 

Beizschtet man nun ein  Yölnkielement dV und die mit Hilfe der Spannungen 

Dir zu berechnenden, auf die Oberfläche von dV wirkenden Kräfte, so werden 

diese Kräfte im allgemeinen sich nicht genau das Gleichgewicht halten, 

sondern zu einer resultierenden Kraft 4% führen. Eine einfache Rechnung 
zeigt, daß die entsprechende Kraftdichte 


Fig. 10 


durch die Formel 


(25, 5) 


gegeben wird. Der Maxweuische Versuch, die elektromagnetische Kraft- 
diehte (25, 1) auf ein System von Spannungen bir zurückzuführen, ist im 
Sinne der Fomiel (25, 5) aufzufassen. 


Die von MAxwELL angegebenen Spannungen des elektromagnetischen 
Feldes sind die folgenden: 


/ 


—E;—H;+ S(E*+B%) —EsEy—H;Hy ‚—EyEs— HzHs \ 
1 Ä 
pa=| —EyEs— Hy,H, —E,—Hy+Z{E®+ H®) —E,E,— HyH; 


Ä 1 
—B,Exs— Bi; —E,E,— H,Ay —E?— H?+ ziE’+.R°) 
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3 
Berechnet man aber daraus die Ausdrücke — > Yen ,‚ so findet man unter 
k 
k=1 
Berücksichtigung der Maxweııschen Gleichungen (20, 3) und (20, 4), daß sie 
nicht genau gleich der Kraftdichte (25, 1) sind. Die Rechnung ergibt näm- 
lich statt (25, 5) die Beziehungen 


„ 3 
a SER. (25, 7) 


=1 


Dabei sind die drei Größen g; die Komponenten des Vektors 


E 9=—[E8l. (25, 9 


Wir werden die Beziehungen (25,7) erst am Ende dieses Abschnittes, nach 
Einführung der 4-dimensionalen Formulierung, beweisen, da der Beweis 
sich dann bedeutend vereinfacht. Hier wollen wir die physikalische Be- 
deutung der Gleichungen (25, 7) diskutieren. Wir fangen mit einer neuen 
Deutung der Spannungskomponenten #;r an. Beachten wir, daß nach der 
dynamischen Grundgleichung (13, 2) die Kraft % als Impulsabgabe pro Zeit- 
einheit anzusehen ist, so liefert ?;5 die Quantität des zur x;-Achse parallelen 
Impulses, die in die Richtung der x;-Achse pro Zeit- und Flächeneinheit 
fließt. Danach stellen die drei Größen d;ı , Pia, Dis eine spezielle Stromdichte 
dar, welche die Strömung des zur x;-Achse parallelen Impulses beschreibt. 
3 
Nach dieser Deutung wird aber die Summe Sp nichts anderes als der 


aus der Oberfläche der Volumeinheit pro Zeiteinheit herausströmende, zur 
%;-Achse parallele Impuls. Andererseits stellt /; die Zunahme in der Zeit- 
einheit des im Inneren der Volumeinheit enthaltenen Impulses in der betrach- 
teten Richtung dar. Gleichung (25, 5) hat also genau die Form einer Konti- 
nuitätsgleichung für die %-Komponente des Impulses und drückt daher 
die Impulserhaltung aus. Die Tatsache, daß in der Beziehung (25,7) der 
zusätzliche Term SE auftritt, kann nur bedeuten, daß neben dem von der 
Materie getragenen Impuls — dessen Änderung pro Zeiteinheit durch f aus- 
gedrückt wird — noch der zusätzliche Impuls g; enthalten sein muß. Da 
nach (25, 8) der Vektor g durch die elektromagnetischen Größen € und 9 
bestimmt wird, muß man ihn dem elektromagnetischen Feld zuordnen. 
Nach der Maxweuıschen Theorie besitzt also das elektromagnetische Feld 
eine eigene Impulsverteilung von der Dichte g. Die Gleichungen (25, 7) 
drücken dann wieder die Impulserhaltung aus. 


7* 
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Auch die Erhaltung der Energie läßt sich durch eine zu (25, 7) ähnlich 
gebaute Formel beschreiben. Diese lautet: 


ese)+divS+ = 0. (25, 9) 


Dabei bedeutet der erste Term die vom elektromagnetischen Feld an die Ma- 
terie abgegebene Arbeitsleistung. © ist der sogenannte Poyxtinssche Vektor, 


S=.c[E5), (25, 10) 


der die Energieströmung im elektromagnetischen Feld beschreibt; div © 
ist also die in der Zeiteinheit durch die Oberfläche der Volumeinheit heraus- 
strömende Energie. Der letzte Term bedeutet, daß dem elektromagnetischen 
Feld auch eine Energieverteilung von der Dichte W zukommt. Die Aus- 
rechnung der Beziehung (25,9) mit Hilfe der Maxweıischen Gleichungen’ 
ergibt für W den Wert 


| W= = (E2+ H9. (25, 11) 


Der Beweis der Formel (25, 9) wird ebenfalls aus der später abzuleitenden 
4-dimensionalen Gleichung (25, 20) folgen. 

In der 3-dimensionalen Formulierung, die wir bisher behandelt haben, 
erscheint der Energiesatz (25, 9) vom Impulssatz (25, 7) völlig getrennt. 
In der 4-dimensionalen Formulierung aber, der wir uns jetzt zuwenden, 
werden diese zwei Erhaltungssätze eng miteinander zusammenhängen. 


Wir führen den 4-dimensionalen Tensor 
2 1 
Te‘ FigFue— Z Öru Zi Foo Fo (25, 12) 
o .00 R 


ein. Die Tensoreigenschaft von T;, folgt unmittelbar aus den Ausführungen 
des $ 18: Der erste Term stellt das einmal kontrahierte Produkt zweier 
Tensoren dar und ist daher wieder ein Tensor. Im zweiten Term ist die 


Summe 2#6 Fo eine skalare Größe und daher das Produkt mit dem durch 
(18,17) definierten Tensor öı„ ebenfalls ein Tensor. Ferner sieht man un- 
mittelbar, daß 7, symmetrisch ist: 

Tıa=Tu- (25, 13) 
Schreiben wir nun ausführlich die Komponente T,,; 


T1=(F)?+ (Fi9)?+ (Fo)? 
— [E34 (Fa)? + (Fd?+ Aot+ (Fa)®+ (Fo)?], 
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und gehen dann mit Hilfe von (20, 8) zu den Komponenten von € und 9 
über, so finden wir 


1... 
Tı=-E?-H!+ 7 (E’+H®). 
Also nach (25, 6) 
I = Pu» 


Ähnlich finden wir r für die übrigen Komponenten 7;,,, bei denen kein Index 
gleich Null wird, 


Tu=fpi für A,u=1,2,3. (25, 14) 


T; „ stellt also die 4-dimensionale Erweiterung des Maxweııschen Spannungs- 
tensors dar. Für die übrigen Komponenten von Tı, ergeben sich die Be- 
ziehungen: 


Teo=ich, Tu=-s (k=1,2,3); (25, 15) 

T,seweaw. (25, 16) 

Die durch (25, 13) verlangte Symmetriebeziehung Tro=Tor folgt daraus, 
daß nach (25, 8) und (25, 10) 

S= c?g (25, 17) 


gilt. Der in (25, 16) eingeführte Faktor s? soll andeuten, daß bei Verwendung 
der reellen Zeitkoordinate x,= ci die an die Stelle von 7,, tretende Kompo- 
nente 7,, gleich der Energiedichte des elektromagnetischen Feldes ist: 


Tu=W. (25, 18) 


Danach geben die zehn voneinander unabhängigen Komponenten von T, ä 
‚neben den Maxwerıschen Spannungen noch die Komponenten der Impuls- 
dichte g und die Energiedichte W des Feldes an. 


Differentiation von (25,12) und gleichzeitige Kontraktion liefert 


LE -I En Sy IR >) OF 9: 
oe Fo + Fu > 2 Fo a (25, 19) 
oc 


Dabei wurde die Summation über „ im dritten Term sofort ausgeführt. 
Beachtet man (20, 10) und (25,2), so läßt sich der erste Term der rechten 
Seite von (25, 19) wie folgt umformen: 


Fr 
Qu 


OFye =— YFus»=-h- 
0x, a 


102 III. Elektrodynamik 


Der zweite Term ergibt mit Hilfe von (21, 6) 


er _SURA 2) 
> dx, Fa= 2, Pr d, 0x) Fre‘ 
ek oB 


Vertauscht man die beiden Summationsindizes 0 und u, so folgt 


0°A, 02A; 
Da en ed en 
0%0x, "° 0%, 0% Fon 
er i 


ou 


2 2 
Wegen der Symmetrie der zweiten Ableitungen, Ar = 0 as 
OO OK OK 


‚ und wegen 
der Antisymmietrie von F,, wird also: 
02 A, 02 A, 


00 O0. 
er eu 


wem=0: 


| 2 
so daß sich der zweite Term von (25,19) auf Ze F,„e reduziert. Der 
| > 10% 
"7 


Ph 


letzte. Term von (25, 19) ergibt nach ähnlichen Umformungen 
nn De) F __S_ #4 75 
‚2 00 0 0x0 
oo 00: 
und hebt daher den zweiten Term auf. Gieichung (25, 19) wird also 


OT;. For 


3, — fh. (25, 20) 


— 


Schreiben wir nun die zu A=1 entsprechende Komponente von (25, 20), 


3 
0T;r 
k-1 Ox% 


To 
+ =/ı 
0% hı 


so ist diese Gleichung wegen (25,14) und (25,15) mit der ersten Kompo- 
nente von (25, 7)identisch. Für A=2,3 ergeben sich die zwei anderen Kompo- 
nenten von (25,7). Für A=0 dagegen ergibt sich aus (25, 20) 


3 
019: Io 
amd 0% r 0%, = 


was wegen (25,15), (25, 16).und (25, 3) mit der Gleichung (25, 9) überein- 
stimmt. Danach sind die Erhaltungssätze von Impuls (25,7) und Energie 
(25,9) in der 4-dimensionalen Vektorgleichung (25, 20) vereinigt. 
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$ 26. Die Bewegung eines geladenen Teilchens 


Wir betrachten ein geladenes Teilchen, das sich in einem elektromagneti- 
schen Feld bewegt. Die Stromdichte ist dann durch die Formel (20, 5) ge- 
geben: ö 


s==4. 
zz 


Dementsprechend ergibt sich für die Kraftdichte (25,1) 
f=e&+21a9l. (26, 1) 


Die auf das Teilchen wirkende elektromagnetische Gesamtkraft wird man 
aus (26,1) durch Integration über das Volumen des Teilchens erhalten: 


3=av=[(ee+t1ası)av. (26, 2) 


Bedenkt man nun, daß die unter dem Integral auftretenden Feldstärken € und 
9 einen Beitrag von dem betrachteten Teilchen selbst enthalten, so wird es klar, 
daß eine strenge Durchführung der Integration in (26, 2) im allgemeinen 
sehr schwierig sein wird. Nur wenn der Beitrag des Teilchens sehr klein 
im Vergleich zu dem Beitrag der anderen Quellen des Feldes ist, fällt diese 
Schwierigkeit weg. Wir sprechen dann von einem geladenen Probeteilchen, 
das sich in einem gegebenen elektromagnetischen Feld bewegt. Nehmen wir 
in diesem Fall noch an, daß 


1. die Dimensionen des Teilchens so klein sind, daß die Feldstärken € 
‘und 9 im ganzen Inneren des Teilchens praktisch dieselben Werte haben, 


2. das Teilchen sich quasitranslatorisch bewegt, also q für das ganze Teil- 
chen praktisch denselben Wert hat. 


Dann läßt sich die „Integration in (26, 2) sofort ausführen. Das Ergebnis 
lautet 


3=e(e+-1aS). (26, 3) 

Dabei bedeutet e die Gesamtladung des Teilchens, 
e=/[edV. (26, 4) 
Formel (26, 3) ist für eine ausgedehnte Klasse von physikalischen Problemen 


völlig ausreichend. 
Die Kraft (26, 3) können wir nach $ 15 zu einem 4-dimensionalen Vektor 
erweitern. Betrachten wir z.B. die x--Komponente von (26, 3), so folgt aus (15,3) 


. 7 | 
Kl,=———F, -——(B; +2, 2n,). 


Zen. u 


c® c? 
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Gehen wir nun mit Hilfe von (20, 8) und (10,6) zu den 4-dimensionalen 
Größen Fı„ und %, über, so ergibt sich 


$ e .e 
Kı= >= Foto + Fa + Fau)=— > Fie%. 
0 


Die 4-dimensionale Kraft ist also durch folgende Formel gegeben: 


2 


K,= ri > Fe Up. (26, 5) 
e 


Multipliziert man K, skalar mit u,, so folgt aus (26, 5) 
€ 
2 K,ım=— > Fre Up ur- \ 
n | 
io 


Vertauscht man die Summationsindizes miteinander und berücksichtigt die 
Antisymmetrie von Fj,, so wird 


DI Km=— > Fam = — d Kım. 
A c 2 Fl 


Daher ist 
DS Km=0. (26, 6) 
: 


Wegen (15, 9) bleibt also die Ruhmasse m, des Teilchens während der Be- 
wegung konstant: 


dm, | 
Fr =0. (26, 7) 


‚Physikalisch ist dieses Ergebnis unmittelbar verständlich, da wir es hier 
mit einem reinen Konvektionsstrom zu tun haben, bei welchem bekanntlich 
keine Wärmeentwicklung stattfindet. Aus (13, 2), (11,9) und (26, 3) folgt 
die Bewegungsgleichung des Teilchens: 


d / q 1 
rn Mg Er Zi (e I [q 5) . (26, 8) 
I, 
Man kann dafür wegen (26, 7) auch schreiben: 
ad 1 
MG Z, rg =. (6+—109)). (26, 8a) 
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In 4-dimensionaler Form lautet die Bewegungsgleichung 
d e N a 
THE (ni, 4) Fe Fa Ug- (26, 9) 
e 


Wir wollen noch auf einen charakteristischen Unterschied im Verhalten 
der 3-dimensionalen Kraft % und der entsprechenden Kraftdichte f hinweisen. 
Die Komponenten von % sind nicht unmittelbar den drei ersten Komponenten 
der 4-dimensionalen Kraft K, gleichzusetzen, sondern erst nach Multipli- 


kation mit IB ur, Dagegen sind die Komponenten der Kraft- 


= y: m 

a 

dichte f mit den drei ersten Komponenten des Vierervektors fa identisch. 

1% 

‚Den Grund dafür kann man leicht einsehen, wenn man bemerkt, daß = = 

ist. Wie wir aber in $ 5 gesehen haben, ist das Volumelement dV wegen der 

Längenkontraktion keine invariante Größe. Drücken wir dV mit Hilfe 
des invarianten Ruhvolumens dV,, aus, so wird 


E47 


iz av, av N 
Es gilt aber nach (5, 6) 
av, 1 di 
Me a Bee 26, 11 
av g? dt 
= 


_Der Ausdruck (26, 10) von f enthält also neben dem invarianten Nenner dV, 
_ gerade noch denjenigen Faktor, der nötig ist, um die Komponenten der Kraft 
4% in die drei ersten Komponenten der entsprechenden 4-dimensionalen 
Kraft zu verwandeln. 


Setzt man den Wert (26, 11) von ar 


in (26, 10) ein, so ergibt sich dar- 
aus nach Multiplikation mit dV, 


Die rechte Seite dieser Beziehung ist nach (15, 3) nichts anderes als der 
3-dimensionale Vektor dSt mit den Komponenten dK,, dK,, aKz: 


FAVn=är. 
Diese Gleichung läßt sich aber sofort 4-dimensional erweitern: 
fhaV, = dKı (A=0,1,2,3). (26, 12) 
Daraus folgt nach Integration über das Ruhvolumen des Teilchens 
Kı =/f aV,. (26, 13) 


Kapitel IV 
MECHANIK DES KONTINUUMS 


$ 27. Problemstellung. Spannungen 


In der makroskopischen Physik darf man bei den meisten Problemen die 
Materie als etwas kontinuierlich Verteiltes ansehen und dementsprechend 
won einem materiellen Kontinuum sprechen. Die spätere Entdeckung der 
atomistischen Struktur der Materie hat zwar gezeigt, daß es sich dabei um 
eine rein phänomenologische Beschreibung handelt. Dadurch wurde jedoch 
‚das Anwendungsgebiet der sich auf dieser Auffassung gründenden makro- 
skopischen Mechanik des Kontinuums keineswegs eingeschränkt. Allerdings 
reichen bei-allen diesen Anwendungen die NewToxschen Bewegungsgleichungen 
des Kontinuums vollständig aus, da es sich dabei immer um ausgesprochen 
makroskopisehe Probleme handelt, bei denen nur Geschwindigkeiten vor- 
kommen, die sehr klein im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit c sind. Von 
diesem makroskopischen Standpunkt aus hat also die relativistische Ver- 
schärfung der Mechanik des Kontinuums nur rein theoretisches Interesse. 


Eine zweite, wesentlich tiefer gehende Anwendung des Kontinuumbegriffs 
hat sich aus der Diskussion der Maxweııschen Theorie des elektromagneti- 
schen Feldes ergeben. Wie wir in $ 25 gesehen haben, folgt nämlich aus 
dieser Theorie, daß das: elektromagnetische Feld eine eigene kontinuierliche 
Impuls- und Energieverteilung besitzt. Zwischen dem makroskopischen ma- 
teriellen Kontinuum und diesem neuen Feldkontinuum besteht neben anderen 
auch der für unsere Betrachtungen besonders wichtige Unterschied, daß man 
im zweiten Fall mit den Prinzipien der Newroxschen Mechanik nicht aus- 
kommen kann: Wie wir Lereits mehrmals betont haben, kann man die 
Maxweıısche Theorie nur im Rahmen der speziellen Relativitätstheorie 
konsequent entwickeln. Es entsteht daher die Notwendigkeit, eine allgemeine 
relativistische Mechanik des Kontinuums zu formulieren. Und zwar wird man 
diese Formulierung so allgemein halten müssen, daß sie beide Fälle — das 
makroskopische materielle Kontinuum und das Feldkontinuum — umfaßt. 


An dieser Stelle soll noch eine Bemerkung Platz finden, welche die große 
theoretische Bedeutung des Feldkontinuums deutlich zeigt. Es besteht näm- 
lich. die Hoffnung, daß es einmal gelingen wird, ‘die ‚letzten‘‘ Bausteine 
der Materie — die Elementarteilchen — mit Hilfe eines Feldkontinuums. zu 
beschreiben und auf diese Weise die durch die Atomistik bedingte Ein- 
schränkung des makroskopischen materiellen Kontinuumbegriffs in einem 
gewissen Sinne wieder aufzuheben. Es handelt sich um die verschiedenen Ver- 
suche, die Struktur der Elementarteilchen mit feldtheoretischen Mitteln zu 
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erforschen. Zwar ist heute ganz klar, daß man dabei nicht mit rein klassi- 
schen Betrachtungen zum Ziele kommen kann, sondern daß man mindestens 
.auch die Quantentheorie zu diesem Zwecke mit heranziehen muß. Auch 
sollte hier gesagt werden, daß man bisher keine endgültigen Erfolge in 
dieser Richtung aufzuweisen hat. Trotzdem bildet die klassische Feldtheorie, 
und daher auch der Begriff des Feldkontinuums, immer noch den Aus- 
gangspüunkt der meisten Betrachtungen, die sich mit dem Problem der 
Elementarteilchen befassen. 


Die Methode, von der wir hier Gebrauch machen werden, um’zu der Formu- 
lierung der relativistischen Mechanik des .Kontinuums zu gelangen, wird 
im wesentlichen mit derjenigen identisch sein, die wir in $ 11 für die Be- 
gründung der relativistischen Dyramik des Massenpunktes verwendet haben. 
Wir werden also zunächst die Newroxschen Bewegungsgleichungen des ma- 
teriellen Kontinuums zusammenfassen und sie dann in einer Form schreiben, 
die einen möglichst einfachen Übergarg zur speziellen Relativitätstheorie 
gestattet. Dabei müssen wir von der allgemeinsten Form eines materiellen 
Kontinuums ausgehen, da wir zu einer noch allgemeineren, auch das Feld- 
kontinuum umfassenden Theorie gelangen wollen. 


Wir legen also unseren Betrachtungen eine reale Flüssigkeit zugrunde, 
die von der idealen Flüssigkeit beliebig abweichen darf. Bekanntlich können 
in einer idealen Flüssigkeit keine Schubspannungen existieren, so daß in 
aiesem Fall die Spannungen sich auf einen (skalaren) hydrostatischen Druck 
reduzieren lassen. In einer realen Flüssigkeit dagegen werden die Spannungen - 
durch einen allgemeinen Tensor des 3-dimensionalen Raumes dargestellt. 
irgendwelche Beziehungen zwischen den Spannungen und den Deformationen 
des Materials brauchen wir nicht zu berücksichtigen. Durch diese Beziehungen 
werden nämlich spezielle Eigenschaften des jeweils betrachteten materiellen 
Kontinuums beschrieben, während wir uns hier für die Aufstellung der all- 
gemeinen Bewegungsgleichungen des Kontinuums interessieren. 


Die Definition der Spannungen läßt sich am einfachsten im Falle eines 
ruhenden, durch die Einwirkung von äußeren Kräften in einem Spannungs- 
zustand versetzten materiellen Kontinuums durchführen. In diesem Fall 
werden wir den Spannungstensor mit ojr(f,k=1,2,3) bezeichnen. Die 
Bedeutung von o;; ist dieselbe wie die von jr in $25: o;x ist die zur x;-Achse 
parallele Komponente der Kraft, die auf die zur x,-Achse senkrechte Flächen- 
einheit wirkt’ (vgl. Fig. 10). Für die folgenden Betrachtungen ist auch die 
zweite, ebenfalls in $ 25 gegebene Deutung von o;; von Wichtigkeit, nämlich 
daß o;5 die Komponente der Stromdichte des zur %;-Achse parallelen Impulses 
in der Richtung der x,-Achse darstellt. Aus der Forderung des Gleichgewichts 
aller Kräfte, welche auf die in einem beliebigen Volumelement dV enthaltene 
Materie wirken, folgt bekanntlich die Symmetrieeigenschaft des Spannungs- 
tensors G;R, | 


Gk=0Oki- (27,1) 
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Im Falle einer beliebig bewegten Flüssigkeit kann man zunächst Flächen- 
elemente betrachten, die sich mit den unmittelbar benachbarten Teilchen 
der Flüssigkeit gemeinsam bewegen. Mit Hilfe dieser Flächenelemente lassen 
sich die eigentlichen, innerhalb der Flüssigkeit herrschenden Spannungen o;k 
genau wie vorher definieren. Andererseits kann man aber auch Flächenelemente 
betrachten, welche sich im zugrundegelegten Koordinatensystem in Ruhe 
befinden. Geht man dann von der zweiten Deutung der Spannungen o;; aus, 
so kann man neue Größen P;r definieren, welche die Impulsströmung durch 
diese ruhenden Flächenelemente beschreiben. Die Werte dieser verallge- 
meinerten Spannungen lassen sich unmittelbar mit Hilfe der Bemerkung 
ableiten, daß die Differenz d;5, — 0; dadurch zustande kommt, daß durch 
‚die ruhenden Flächenelemente auch Materie strömt, die ihrerseits ebenfalls 
einen Impuls trägt. Betrachten wir eine zur %,-Achse senkrechte (ruhende) 
Flächeneinheit, so ist das durch diese Fläche pro Zeiteinheit strömende Flüssig- 
keitsvolumen gleich der Komponente q5; des Geschwindigkeitsvektors q- 
Bezeichnen wir also die von der Materie getragene Impulsdichte mit g, so 
wird der wegen der Flüssigkeitsströmung durch die betrachtete Fläche zu- 
sätzlich hindurchgehende Impuls gleich ggs. Seine zur x%-Achse parallele 
Komponente ist also gleich g;gx, und daher wird 


fr=ort&gR (,k=1,2,3). (27, 2) 


Die Impulsdichte g hängt in der Newroxschen Mechanik mit der Massen- 
dichte o der Flüssigkeit durch die Formel 


g=eq (27, 3) 


zusammen. Aus (27,3) und (27,1) folgt, daß auch der verallgemeinerte 
Spannungstensor ?;, symmetrisch ist: 


Dik = Dri- (27, 4) 


In den folgenden Rechnungen werden wir nach Möglichkeit die Verwendung 
von (27, 3) vermeiden, da sich diese Beziehung nicht in die Relativitätstheorie 
übertragen läßt. Die Symmetrieeigenschaft (27,4) werden wir dann be- 
‚sonders postulieren müssen. 


$ 28. Die Nzwronschen Bewegungsgleichungen 


Die Grundgleichungen der Newroxschen Mechanik des Kontinuums sind 
nichts anderes als die Erhaltungssätze von Impuls und Masse, wenn man 
diese Sätze in differentieller -Form schreibt. Die Impulserhaltung ergibt 
dabei die drei eigentlichen Bewegungsgleichungen. Die vierte fundamentale 
Beziehung ist die Kontinuitätsgleichung, welche die Erhaltung der Masse 
ausdrückt. Wir wollen hier die zu diesen vier Gleichungen führende Rechnung 
wiedergeben, da sie größtenteils auch in der relativistischen Mechanik des 
Kontinuums unverändert gilt. N 


Die Rechnung wird besonders einfach, wenn wir Flächen- und Volunı- 
elemente betrachten, die sich gemeinsam mit der Materie bewegen. Wir denken 
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uns also ein bestimmtes Flüssigkeitselement und verfolgen es’ in seiner Be- 
wegung. Zur Zeit i erfülle dieses Flüssigkeitselement das Volumelement öV. 
Bezeichnen wir dann mit g die Impulsdichte an der Stelle von öV, so ist 
der Impuls des betreffenden Materieelements 


Nach der dynamischen Grundgleichung (/3, 2) wird nun 6 p) gleich der 


auf dieses Materieelement wirkenden Gesamtkraft 6%: 


d 
Zi (p)=68- (28, 2) 


Die Kraft 5% läßt sich allgemein in zwei Teile zerlegen. Der erste Teil 
rührt von denjenigen Wirkungen her, welche die umgebende Flüssigkeit 
auf das betrachtete Element ausübt. Es handelt sich also um die Resul- 
tierende der auf die Oberfläche von öV wirkenden, mit Hilfe der Spannungen 
cjk zu. berechnenden Kräfte. Diese sind aber nach (25, 5) der Kraftdichte 


3 


a=- ei 61,2, 3) 
er, 


äquivalent. Der erste Teil von 6% hat also die Komponenten: 


ee 


E V=— 


Der zweite Teil von 6% soll Wirkungen besehreiben, die von anderen Körpern 
‚auf das Flüssigkeitselement ausgeübt werden, z. B. Gravitations- oder elektro- 
magnetische Kräfte. Die entsprechende Kraftdichte werden wir mit f be- 
zeichnen und vorläufig nicht weiter analysieren. Die Gesamtkraft 6% hat 
also die Komponenten 


Die Bewegungsgleichung (28, 2) nimmt dann die Form an 
d - | 
—— (g; —=I—- >———-+516V (d=1,2,3). (28,3 
dt (& öV) — Fer +4 öl (1 de | 3) ( ) 


Die linke Seite von. en 3) ergibt 


u 
Fr Ev) ÖV-+g Fri 4 (sv), (28, 4) 
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da sich beide Faktoren g; und öV mit der Zeit ändern. Die Komponenten g; 
der Impulsdichte sind als Funktionen der Raumkoordinaten x%;(t=1, 2,3) 
und der Zeit # anzusehen. Die Verwendung des totalen Differentialoperators 


F weist darauf hin, daß wir die Bewegung der Materie verfolgen. Da wir 
die Geschwindigkeit dieser Bewegung am Ort von öV mit q bezeichnet 
haben, wird die totale Ableitung eu folgenden Wert haben: 
ee _08i O8 og 98 
>, :77, 57,47% 
Sr ö 
_ JS’ I 


Den Wert von - on kann man mit Hilfe der Fig. 11 berechnen. Betrachtet 


man nämlich ein Volumen V, dessen Flächenelemente sich mit der 
an der betreffenden Stelle herrschenden Geschwindigkeit q bewegen, so liefert 
das in der Figur gezeigte Flächenelement dS im 
Zeitintervall dt eine Volumvergrößerung, welche 
gleich ds(qn)dt ist. Daraus folgt 


aV 

Fre fan) dS. 
Oder, wenn man das Flächenintegral mit Hilfe des 
Gaussschen Satzes in ein Volumintegral verwandelt, 


; dV 
Fig. 11 ir — {di . s 
8 Fr [ div q daV (28, 6) 


Hat man es nun mit einem sehr kleinen Volumen 67V zu tun, so wird sich 
in seinem Innern der Wert von divgq nicht merklich ändern und kann daher 
im Integral als ein konstanter Faktor behandelt werden. Daraus folgt 


S (6V) = divg öV. (28, 7) 


Führt man nun die Ausdrücke (28, 5) und (28, 7) in (28, 3) ein, so hebt 
sich der Be öV auf und es „bleibt 


dg 08; 00in , | 
7 Ox% RT GH Hadva-- 2 RE a, 
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Die linke Seite läßt sich vereinfachen, wenn man bedenkt, daß 


bedeutet. Es folgt dann 
3 


3 
0 1 r) 3 ; 
Da + - Dar ri 
R R 


Oder, wenn man die Summe der rechten Seite mit der der linken Seite zu- 
sammenfaßt, 


3 

SEEN re... _; 
2 (gigr + 0iR) + FL =fi (=1,2,3). (28, 8) 
Fi 


Diese Beziehung stellt, Aesnnen mit dem Wert (27, 3) der Impulsdichte g, 
die drei eigentlichen Bewegungsgleichungen der Newronschen Mechanik des 
Kontinuums dar. Es ist bemerkenswert, daß der in der Klammer von (28, 8) 
stehende Ausdruck nach (27,2) gleich der verallgemeinerten Spannungs- 
komponente ir ist. Die Bewegungsgleichungen (28, 8) lassen sich also auch 
in :folgender Förm schreiben: 


OPik = ne 
See a =1,2,3). (28,9) 


Die Kontinuitätsgleichung ergibt sich aus der Beziehung, welche die Er- 
haltung der in öV enthaltenen Masse ausdrückt: 


ZWön)=0. (28, 10) 


Beachtet man nämlich neben {28, 7) die zu (28, 5) analoge Beziehung 


so folgt aus (28, 10) 


00 do SL’ 


= 08% at 01 re dr zu 


Oder, wenn man den ersten mit dem dritten Term zusammenfaßt, 


. 


3 
6 00 
Sim (e gr) + FT 0. (28, 11) 
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Dies ist die übliche Form der Kontinuitätsgleichung. Man kann sie wegen 
(27,3) auch so schreiben: 
| 3 


Na 2: (28, 13) 


8 29. Der 4-dimensionale Tensor T;, 


Unser nächstes Ziel besteht darin, von der Newroxschen zur relativistischen 
Mechanik des Kontinuums überzugehen. Dabei wollen wir ähnlich vorgehen, 
wie in $ 11 beim Übergang von der Nzwroxschen zur relativistischen Dynamik 
des Massenpunktes. Den Ausgangspunkt unserer Betrachtungen in $ 1/1 
bildete die Bemerkung, daß in der Newronschen Mechanik die drei Kompo- 
nenten des Impulses und die Masse eines Massenpunktes bei GaLizeı-Trans-. 
formationen sich ähnlich wie die Raumkoordinaten x, y,2 und die Zeit i 
verhalten. Diese in den Formeln (71,4), (11, 5) enthaltene Bemerkung läßt 
sich in der Sprache der Tensorrechnung genauer ausdrücken. Um dies 
zu erreichen, schreiben wir die Gauizzi-Transformation (11,5) in 4-dimen- 
sionaler Form: | 


= D/ Pie X (29, 1) 
4 
mit der Matrix 
10 0; 
C 
Be=| u: (29, 2) 
0010 
i 0001 


Dieser Schreibweise entspricht ein formaler 4-dimensionaler Raum mit den 
Koordinaten x,=%, %=)y), %=z und %,=ict, den wir der Kürze halber 
als den GaLiteisschen Raum bezeichnen wolien!). Die Beziehung (11, 4) 
läßt sich mit Hilfe von (29, 2) auch in der Form 


pi= 2 Baebe (29, 3) 


e 


N 


schreiben und besagt, daß in der Newronschen Mechanik die vier Größen 
1, Pa; Da; und mc einen Vektor des Gauizeischen 4-dimensionalen Raumes 
bilden. Der Übergang von der Newronschen zur relativistischen Dynamik 
besteht nun einfach in der Forderung, daß die Größen #,, #5, $, und mc 


1) Daß es sich nur formal um einen 4-dimensionalen Raum handelt, folgt daraus, 
daß man bei den Koordinatentransformationen. die vierte Koordinate x, immer un- 
verändert lassen muß. 
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einen Vektor des Miımkowskischen, und nicht des Garizeıschen Raumes 
bilden. Wir ersetzen also die Beziehung (29, 3) durch 


pi= Dane be: (29, 4) 
e 


wobei a;, die Koeffizienten der allgemeinen Lorentz-Transformation (9, 1) 
sind. 

Im Falle des Kontinuums werden wir nicht einen Vektor, sondern einen 
Tensor zweiter Stufe zugrunde legen müssen. Dies kann man sich am ein- 
fachsten durch die Bemerkung veranschaulichen, daß für die Bewegung 
des Massenpunktes nur der auf ihn wirkende Kraftvektor von Bedeutung ist, 
während im Falle des Kontinuums der Spannungstensor maßgebend wird. 
Wir gehen von den veraligemeinerten Spannungen Pir i, k=1,2,3) aus 
und erweitern diese 3x 3-gliedrige Matrix zu einer 4x 4-gliedrigen Matrix T;„ 
unter Heranziehung der Komponenten g(?=1,2,3) der Impulsdichte und 
der Massendichte 0. Dabei lassen wir uns von der durch die Beziehungen 
(25, 14) bis (25, 17) gegebenen Form des Maxweuıschen 4-dimensionalen 
Spannungstensors leiten. Ferner setzen wir, den Ergebnissen des $ 14 ent- 
sprechend, die Energiedichte gleich oc? und bilden auf diese Weise die Matrix 


Dr De Pi #cg 


ee Pr Da Pas "CB: (29, 5) 
Dr Da Das EB: 
ecg, 80g, ich, Woc? 
Da nach (27,4) Pir symmetrisch ist, wird auch 7}, symmetrisch: 
Ty=T,a- (29, 6) 


Gehen wir nun zu einem anderen Koordinatensystem x, durch die GALILEI- 
Transformation (29, 1) und (29, 2) über, so wird sich auch in %, eine ent- 
sprechende Matrix konstruieren lassen: 


dı BDie Piss ScH 
T= pa: paa pas voB 

Ddsı Die Pass #cg3 

Tcgi scga Tcgz i?g’c? 


Wir werden zeigen, daß zwischen den Größen T;, und T;„ folgende Be- 
ziehungen gelten: 
Tau = D/ Bre Buo Ts ’ (29, 7) 
00 ; 
d.h. daß T,„ sich bei GarıLeı-Transformationen wie ein Tensor des GALILEI- 


schen 4-dimensionalen Raumes verhält. 
Papapetrou, Relativitätstheorie & 
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Um den Beweis von (29,7) zu erbringen, werden wir zunächst die Werte 
der Komponenten T;,„ unmittelbar auf Grund ihrer physikalischen Bedeutung 
berechnen. Nach (27, 2) und (27, 3) gilt 


Da=Hr tg, Go: 


Es ist nun zu beachten, daß o;; bei der GaLizei-Transformation invariant 
bleibt, 
Ok = Oik- (29, 8) 


Der Grund dafür ist, daß o;5 das Verhältnis einer Kraftkomponente zu einem 
Flächeninhalt darstellt und daß diese beiden Größen bei der GauszeI-Trans- 
formation unverändert bleiben. Ferner bleibt auch die Massendichte un- 
verändert, 


o'=2P. (29, 9) 
Dagegen ändern sich die Komponenten der Geschwindigkeit nach (1, 4), 
qg=n-1, Mm B=ß- (29, 10) 
Aus (29, 8), (29, 9) und (29, 10) folgt 
Pi =eiıt e qi)?= out en W?= Pu—2evn ter. 
Ähnlich lassen sich auch die anderen #/, ermitteln. Man findet 
Pie= Pan 009, Pi= Dis — 0Ug5; 
pad: baamda: Pis=Pda- 
Für gi folgt aus (29, 9) und (29, 10): 
genen V)= 80V. 
Dagegen ist gg = 8, £3 = £,. Insgesamt findet man also 


Pin —2ovgı +09 Pıa— 099 Dis 0995 icli ev)‘ 
T.— Pıa— 0992 Pa2 Pas 27) 
Au: 


. (29,11) 
Pıs— 043 Das Das IC83 
°c(81— 0v) iC85 iC55 ge 


Man kann nun unmittelbar verifizieren, daß die Werte (29, 11) von T;, 
aus den Werten (29, 5) von T,, mit Hilfe der Beziehungen (29, 7) und (29, 2) 
berechnet werden können. Wir zeigen es für die Komponente T7j:: 


Tıı —— > Bıe Bıe Is — > (Br Pıs Te + Bio Bis To c). 
00 5 es 


U 2, 
= dl? Tat 2ßußo Tot Es)?’ Ton = Ta +23 In (2) Too 
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Wenn wir nun die Werte (29,5) von T7,,„ einsetzen, erhalten wir 
Tı1= Pu 2evgi+t ou, 


was mit dem durch (29, 11) gegebenen Wert übereinstimmt. Ähnlich ver- 
läuft die Rechnung auch für die anderen Komponenten T7;,. Damit haben 
wir bewiesen, daß in der Newroxschen Mechanik des Kontinuums die Matrix 
(29, 5) einen Tensor des GaLitEıschen 4-dimensionalen Raumes darstellt. 
Es ist bemerkenswert, daß wir zur Bildung dieser Matrix von den verall- 
gemeinerten Spannungen #;; und nicht von 05; ausgehen mußten. Zwar ist 
cjr ein Tensor bezüglich der Drehungen des 3-dimensionalen Raumes, bleibt 
aber bei der Gauizeı-Transformation (29,1) und (29, 2) unverändert und ist 
daher als Ausgangspunkt für die Definition von 7;, ungeeignet. In der spe- 
ziellen Relativitätstheorie, in welcher der Tensor 7,;, die fundamentale Rolle 
spielt, werden deshalb die Spannungen o;; den Größen Pir gegenüber an 
Bedeutung verlieren. Wie wir im nächsten Abschnitt sehen werden, kann 
man im Falle eines Feldkontinuums die Größen o;z überhaupt nicht defi- 
nieren. | 

Wir wollen noch die Bewegungsgleichungen (28,9) und (28,12) des Konti- 
nuums in 4-dimensionaler Form schreiben. Dabei beschränken wir uns zu- 
nächst auf den Fall verschwindender äußerer Kräfte: 


. h=0. 
Dann nehmen die drei Gleichungen (28, 9) nach (29, 5) die Form an 
EP EREN 
Ähnlich ergibt sich aus Gleichung (28, 12) 
—e=0. 


Die vier Gleichungen (28, 9) und (28, 12) lassen sich also so zusammenfassen : 


97 | 
> 0 (=0,1,2,3). (8, 13) 


oc . 


Die Form (29, 12) der Bewegungsgleichungen ist deshalb besonders inter- 
essant, weil sie auch in der speziellen Relativitätstheorie unverändert gelten 
wird (vgl. $ 31). Dies entspricht dem Sachverhalt in der Dynamik des Massen- 
punktes, in der bei kräftefreier Bewegung die Gleichung (12, 2), 
pı = const, y 
g* 
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sowohl in der Newroxschen Mechanik als auch in der speziellen Relativitäts- 
theorie gilt. Im Falle 5 0 lauten die Gleichungen (28, 9) und (28, 12) 


0Tio ; . 

> ul (=1,2,3), (29, 13) 
. 
Ze=0. (29, 14) 


Die letzte dieser Gleichungen wird in der speziellen Relativitätstheorie eine 
im allgemeinen von Null verschiedene rechte Seite erhalten. Physikalisch 
hängt dies damit. zusammen, daß in der speziellen Relativitätstheorie die 
Masse auf die Energie zurückgeführt wird und deshalb nur bei verschwinden- 


der Wechselwirkung konstant bleibt: Wir kommen auf diese Frage in $ 31 
zurück. 


$ 30. Der Übergang zur speziellen Relativitätstheorie 


Nachdem wir die Newronsche Mechanik des Kontinuums in 4-dimen- 
sionaler Form geschrieben haben, können wir den Übergang zur speziellen 
Relativitätstheorie sehr einfach durchführen. Es genügt dafür zu fordern, ‚ 
daß T;, ein Tensor des Mınkowskischen und nicht des GaLiLeischen Raumes 
ist. Wir werden also die Beziehung (29, 7) durch folgende ersetzen: 


Tiu= 2 ana, Tee ’ (30, 1) 


wobei «,, die Koeffizienten der allgemeinen Lorentz-Transformation (9, 1) 
sind. Für die genaue Bestimmung der Struktur des Tensors 7;, werden wir 
im Falle eines materiellen Kontinuums noch fordern müssen — ähnlich wie 
in $ 11 bei der Aufstellung der relativistischen Dynamik des Massenpunktes —, 
daß bei Bewegungen mit kleinen Geschwindigkeiten, 


9<c, 


die relativistische Mechanik des Kontinuums in die Newroxsche übergeht. 
Bei einem Feldkontinuum dagegen wird der Tensor T;, aus den Gleichungen 
der betreffenden Feldtheorie abgeleitet, wie wir es in $ 25 für das elektro- 
magnetische Feld gezeigt haben. 


Die Tatsache, daß wir bei der Formulierung der relativistischen Mechanik 
des Kontinuums von der Gleichung (30, 1) ausgehen, zeigt ganz deutlich, 
daß in der speziellen Relativitätstheorie der Tensor T;, eine fundamentale 
Rolle spielt. Wir werden diesen Tensor als den verallgemeinerten 4-dimen- 
sionalen Spannungstensor bezeichnen!). In der speziellen Relativitätstheorie 
werden einige von den Komponenten T7;, eine Bedeutung erhalten, die von 


!) Andere in der Literatur vorkommende Bezeichnungen: Spannungs- Eusrgie- 
Impulstensor, mechanischer Tensor, Materietensor. 
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der in der Newronschen Mechanik geltenden wesentlich abweicht. Dies 
ist vor allem eine Folge der Beziehung zwischen Masse und Energie und 
wird daher diejenigen Komponenten 7;, betreffen, bei denen mindestens 
ein. Index den Wert 0 hat. Wir werden diese Frage im folgenden ausführlich 
diskutieren. 

In der Nzwroxschen Mechanik stellt die Masse nach (11, 2) das Verhältnis 
des Impulses zur Geschwindigkeit dar: 


Dementsprechend ist die Massendichte bei einem Kontinuum nach (27, 3) 
das Verhältnis der Impulsdichte zur Geschwindigkeit, 


In der relativistischen Dynamik des Massenpunktes bleibt die Beziehung 
(30, 2) gültig. Dazu kommt aber die neue, viel tiefer gehende Erkenntnis, 
daß mc? gleich der Gesamtenergie des Teilchens ist. Dieser neuen Bedeutung 
von m entsprechend werden wir in der relativistischen Mechanik des Konti- 
nuums die Größe oc? als die Energiedichte auffassen. Bezeichnen wir also 
die Energiedichte mit W, so gilt 


Weg: (30, 4) 
Nach (29, 5) wird dann 
Tu=-W=iW. (30, 5) 
Oder, bei Verwendung der reellen Zeitkoordinate x, = ct, 
Ta=W. (30, 5a) 


Es ist bemerkenswert, daß wir die Beziehung (30,5) bzw. (30,5a) auch 
in der Theorie des elektromagnetischen Feldes ableiten konnten [vgl. For-: 
meln (25,16) und (25, 18)]. Dies ist also eine sehr allgemeine Beziehung, 
die in der speziellen Relativitätstheorie sowohl für das materielle Kontinuum 
als auch für das Feldkontinuum gilt. Dagegen bleibt in der relativistischen 
Mechanik die Beziehung (30, 3) nicht erhalten, wie wir weiter unten zeigen 
werden. 

Multiplizieren wir die vierte fundamentale ds (28, 12) der NewTron- 
schen Mechanik des Kontinuums mit c?, so folgt nach (30, 4) 


3 


) 0oW 
»2 0% (et 55) en = (30, 6) 


k=1 


In der speziellen Relativitätstheorie wird also diese Beziehung das Energie- 
gesetz ausdrücken müssen. Daraus folgt zunächst, daß diese Beziehung 
in der speziellen Relativitätstheorie nur dann gelten wird, wenn auf das 
materielle Kontinuum keine äußeren Kräfte wirken, d.h. wenn = 0 ist, 
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Mit der Verallgemeinerung von (30, 6) für den Fall % #0 werden wir uns 
im nächsten Abschnitt beschäftigen. Zweitens folgt aus (30, 6), daß wir 
die Produkte c?g, (k=1,2,3) auch als die Komponenten der Energiestrom- 
‚dichte auffassen können. Wenn wir also die Energiestromdichte mit dem 
> dimensionalen Vektor & bezeichnen, so gilt 


S=c?g. (30, 7) 


Diese Beziehung ist mit der für das elektromagnetische Feld geltenden Glei- 
chung (25,17) identisch und gilt daher ganz allgemein sowohl für. das ma- 
terielle Kontinuum als auch für das Feldkontinuum. Es sei noch bemerkt, 
daß die Beziehung (30, 7) aus der Tatsache folgt, daß wir die Matrix (29, 5) 
symmetrisch angesetzt haben. Dies war auch wirklich erforderlich, um zu 
der 4-dimensionalen Formulierung der Newronschen Mechanik des Konti- 
nuums zu gelangen. Es folgt dann aber aus der am Ende des vorigen Ab- 
schnitts gestellten Forderung, wonach die relativistische Mechanik des ma- 
teriellen Kontinuums für g<c in die Newronsche übergehen muß, daß 
für ein materielles Kontinuum auch der relativistische Tensor T,,. sym- 
metrisch sein muß. Dagegen läßt sich eine ähnliche Aussage für ein Feld- 
kontinuum nicht allgemein begründen. Man hat im Gegenteil bei Feld- 
theorien oft auch nicht-symmetrische Tensoren T;, betrachtet. Diese sind 
aber nicht eindeutig definiert und können immer auf eine symmetrische 
Form zurückgeführt werden. Wir werden uns deshalb im folgenden auf diese 
symmetrische Form beschränken, also den Tensor T;, allgemein als sym- 
metrisch voraussetzen. 


Man kann nun mit Hilfe von (30,7) zeigen, daß in der speziellen Rela- 
tivitätstheorie die Beziehung (30, 3) im allgemeinen nicht gilt. Am ein- 
fachsten läßt sich dies dadurch erreichen, daß wir einen Spezialfall angeben, 
in welchem g und.q nicht einmal parallel zueinander sind. Wir betrachten 
ein materielles Kontinuum, das an einer bestimmten Stelle eine zur x,-Achse 
parallele Geschwindigkeit hat: 


1-9 ==. 
Wir denken uns an dieser Stelle ein zur x,- Achse senkrechtes Flächenelement 
6S und nehmen noch an, daß die Spannung o,, von Null verschieden sei. 
Dann wird auf die unmittelbar über. öS liegende 
Flüssigkeit die zur x,-Achse parallele Kraft 


öF= 0,65 


wirken (Fig. 12).. Diese Kraft ist zur Ge- 
schwindigkeit parallel und liefert daher die 
Arbeitsleistung 


6W =göF=g02ÖS. 


Beachtet man noch, daß diese Kraft von der unteren auf die obere Flüssig- 
keit ausgeübt wird, so folgt, daß es in. diesem Fall eine zur %,-Achse parallele 
Energieströmung von der Dichte 


S=40p 
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gibt.. Nach (30, 7) wird aber dann 


1 1 
= = 3 10- 

Es gibt also eine nichtverschwindende Komponente g, der Impulsdichte, 
obwohl die entsprechende Komponente der Geschwindigkeit gleich Null ist. 
Es ist zweckmäßiger, in der letzten Formel o,, durch 2, auszudrücken, 
was man mit Hilfe von (27, 2) tun kann. Wegen 9,=0 folgt nämlich aus. 
(27, 2) 

Pı2 = O1e- 
Daher ist 


1 
8” = gPı2- (30, &) 


Ähnlich findet man auch die Beziehung 


1 
8: = 9Pıs- | (30, 9) 
| 

Diesen Betrachtungen. entsprechend kann man sich in einem materiellen 
Kontinuum die Impulsdichte in zwei Terme zerlegt denken. : Der erste Term 
rührt von der Bewegung der Materie her und ist durch den Newronschen 
Ausdruck oq gegeben. Der zweite Term dagegen muß die Arbeitsleistung 
der Spannungen zum Ausdruck bringen. Gehen wir nochmals zum Beispiel 
der Fig. 12 zurück, so wird der materielle Teil der zur x,-Achse parallelen 
Komponente der Impulsdichte gleich og. Um den zweiten Teil dieser Impuls- 
dichte zu berechnen, müssen wir ein zur x,-Achse senkrechtes Flächenelement 
65’ betrachten. Die Arbeit leistende Kraftkomponente wird dann gleich 


0,65’ und daher dieser zweite Teil von g, gleich er 90. .Es gilt also die 


Beziehung 


&61=017 ne c2 90;ı- 
Oder, wenn wir o,, mit Hilfe von (27, 2) durch #,, ausdrücken, 


1 
H=e9tr az 1Pu-sN- 
Daraus folgt 


&ı = - g? letz cs Pu). (39, 10) 


14% 


Wir wollen noch zeigen, daß die Beziehungen (30, 8), (30, 9) und (30, 10) 
auch aus der Transformationsformel (30, 1) von 7,, abgeleitet werden können. 
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Dadurch werden wir auch die Gelegenheit haben, eine konkrete Anwendung 
dieser Formel zu geben. Wir gehen von dem Ruhsystem der Flüssigkeit aus, 
das wir mit x%4 bezeichnen wollen!). In diesem Koordinatensystem werden 
beide Teile, in die wir die Irıpulsdichte des. materiellen Kontinuums zerlegt 
haben, verschwinden. Der materielle Teil oq verschwindet wegen q=0. 
Aber auch der zweite, der Arbeitsleistung der Spannungen entsprechende 
Teil wird ebenfalls verschwinden, da auch in der Arbeitsleistüuig die Ge- 
schwindigkeit als Faktor enthalten ist. Es gilt also 


g=0 (k=1,2,3). (30, 11) 
Umgekehrt wird durch die Beziehung (30, 11) das Ruhsysteii eines ma- 
teriellen Kontinuums eindeutig festgelegt. Der Tensor 77, hat also in 

x, die Form ° | | 

dir dia Dis 0 

® * E) fl) 
EL . (30, 12) 

Par PDaa Das 0 

0 00 2. 
Wir. führen nun eine LorEntz-Transiormation aus, 
= ai, (30, 13) 
e 


mit der durch (9, 10) gegebenen Matrix ae, 


oo —P_ 
1- 
10 N) 
_ 30, 14 
RE 01 N) 
00 1 


Im neuen Koordinatensystem x, hat die Geschwindigkeit der Flüssigkeit 
die Komponenten | 
n=9=-% nS=np=t. 


Wir können dann die neuen Komponenten T,, des 4-dimensionalen Span- 

nungstensors aus den Komponenten T7;, mit Hilfe der Transformations- 

formel (30, 1), 2 

Ti, = day Euo Ir 
00 


1) Ist x, das Ruhsystem der ganzen Flüssigkeit, so liegt in x, ein statisches Problem 
vor. Im allgemeinen Falle genügt es aber, wenn im Koordinatensystem x, die Ge- 
schwindigkeit q der Flüssigkeit nur an einer bestimmten Stelle gleich Null wird. Dann 
ist x, das lokale, dieser Stelle entsprechende Ruhsystem der Flüssigkeit. 
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berechnen. Wir geben die Rechnung für die Komponente T,, wieder: 
T,= 2 ag ro leo” 2 (a1 @ıo Tiot &p Eis 700) 
= (a, )’Tj1+ 20,0 l10+ (a0)? 00- 


Nach (30,12) ist aber 7/9=0. Führen wir noch die durch (30, 12) und 
(30, 14) gegebenen Werte von @,1; @y; Zıı und Too ein, so ergibt sich ! 


1 Be 
Iu=- Ip Pure 9°). 


Ähnlich berechnet man auch die anderen Komponenten 7;,. Das Gesamt- 
ergebnis lautet: | 


piı + g° g? Pie dis °cq u Ai 
1— ß2 1— ß? yı-ß? 1-82 \ c2 
ae pie Pb; PL 2 
1—p2 \ı-ß «2 
ee a . (30, 15) 
ee päs pis eg El 


icq [,„, Pin icq Pia icq Da 0% R 948 
er) ee  merretn 


Mit diesen Werten von T;, kann man unmittelbar bestätigen, daß die Be- 
ziehungen (30, 8), (30, 9) und (30, 10) tatsächlich erfüllt sind. Es sei noch 
bemerkt, daß es für die eigentlichen Spannungen o;z (i,?=1,2,3) kein 
einfaches, allgemein gültiges Transformationsgesetz gibt. Man wird sie nur 
mit Hilfe der Formel (27, 2) berechnen können, welche die Rolle der Defi- 
nitionsgleichung von o;; in der speziellen Relativitätstheorie übernimmt. 


Übrigens kann man die Spannungen o;» nur in einem materiellen Konti- 
nuum definieren. Im Falle eines Feldkontinuums erlaubt nämlich die Be- 
ziehung (30, 11) keine eindeutige Bestimmung eines entsprechenden Ruh- 
systems, wie man am Beispiel des elektromagnetischen Feldes sofort ein- 
sehen kann: In diesem Fall bedeutet die Beziehung (30, 11) nach (25, 8) 


[Ees]=0, 


d.h., E muß parallel zu 5 sein. Diese Bedingung läßt sich zwar im allgemeinen 
erfüllen. Nimmt man dann aber die gemeinsame Richtung von € und $ 
als x,-Richtung, | 


€=(E,0,0), 5=(H,0,0), 


und führt anschließend die spezielle Lorentz-Transformation (4, 12) aus, 
so werden auch im neuen Koordinatensystem x; die Feldstärken &’ und 9’ 


® 
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nach (22,%) zueinander parallel, d.h. es wird auch g’=0. Man kann also 
mit Hilfe der Gleichung (30, 11) für das elektromagnetische Feld kein ein- 
deutig bestimmtes Ruhsystem definieren. Folglich wird man auch keine 
Geschwindigkeit q und daher auch keine Spannungen o;, definieren können. 


$ 31. Die relativistischen Bewegungsgleichungen des Kontinuums 


Wir betrachten zunächst ein materielles Kontinuum, auf das keine äußeren 
Kräfte einwirken. In der Newronschen Mechanik gelten dann die Gleichungen 
(28, 9) und (28,12) mit 5=0. Die. Gleichungen (28,9) drücken die Er- 
haltung des Eule aus und dürfen auch in die Relativitätstheorie un- 
geändert übernommen 'werden. Die vierte Gleichung (28,12), die in der 
Newronschen Mechanik die Erhaltung der Masse ausdrückt, wurde in der 
Relativitätstheorie durch (30, 4) als die Energiegleichung umgedeutet. Da 
wir das Kontinuum als von äußeren Einwirkungen frei angenommen haben, 
bleiben sowohl sein Impuls als auch seine Energie erhalten. Wir werden 
also im vorliegenden Fall auch die Gleichung (28,12) ungeändert in die 
relativistische Mechanik übernehmen müssen. In 4-dimensionaler Form 
sind diese Gleichungen durch (29, 12) gegeben: 


I 0 (=0,1,2,3). (31,1) 


Wirken dagegen auf das Kontinuum äußere Kräfte ein, so bringt die 
Größe /;, welche auf der rechten Seite von (28, 9) steht, den durch diese 
äußeren Kräfte dem betrachteten Kontinuum zugeführten Impuls zum Aus- 
druck. Gleichung (28, 9) stellt also wieder die richtige Formulierung des 
Impulses dar und wird daher auch in der Relativitätstheorie in ihrer Form 
(29, 13) unverändert gelten. Dagegen würde aus der Gleichung (28, 12) 
nach ihrer relativistischen Umdeutung folgen, daß die Energie des Konti- 
nuums erhalten bleibt. Dies ist aber offenbar ünrichtig, da die äußeren 
Kräfte eine im allgemeinen nicht verschwindende Arbeit leisten und da- 
durch die Energie des Kontinuums verändern. Die rechte Seite von (28, 12) 
muß also’in der Relativitätstheorie, ähnlich wie die der Gleichungen (28, 9), 
von Null verschieden sein. Dieselbe Forderung kommt auch von einer an- 
deren Seite her. Wir müssen nämlich die 3-dimensionale Kraftdichte f zu 
einem 4-dimensionalen Vektor fı erweitern. Gleichung (28, 12) bzw. (29, 14) 
wird also zu 


@Ioa _ 1,2 
= (31, 2) 


o° 


ergänzt. Die Bedeutung von /, folgt unmittelbar aus (30, 5): /, ist die pro 
Volum- und Zeiteinheit dem Kontinuum zugeführte Energie, multipliziert 


$ 31. Die relativistischen Bewegungsgleichungen des Kontinuums 123 


® I . % ‘ s L} A eo 
mit —. Wenn es sich also um einen rein mechanischen Prozeß handelt, wird 
c Br 


/, der mit — multiplizierten Arbeitsleistung der Kraftdichte f gleich: 


= 60: (31, 3) 


Gleichungen (29, 13) und (31, 2) lassen sich in der 4-dimensionalen Formel 


0Tjo = 


eh (@=0,1,2,3) (3.4) 


zusammenfassen, welche offensichtlich eine Vektorgleichung des Mınkowski- 
schen Raumes ist. Für-%—=0 geht natürlich (31,4) in (31,1) über. 


Ist das äußere Feld z.B. ein elektromagnetisches, so kann man nach- 
(25, 20) die Kraftdichte /ı auf den durch (25, 12) gegebenen Maxweuıschen 
Spannungstensor zurückführen. Bezeichnen wir also zur Unterscheidung 
vom Tensor T;,„ des materiellen Kontinuums den MaxweLıschen Tensor 


mit (Tem)an, so gilt: 
en O(Tem)io 
fh zu me 0% Fee (31, 5) 


Führt man diesen Ausdruck in (31,4) ein, so folgt 
70 
> — [Tre + (Tem)ac] = 0. (31, 6) 
0% 
e 


Dies ist eine Beziehung von der Form (3/,1), wobei an Stelle von 7;, die 
Summe der Spannungstensoren des materiellen und des Maxwerıschen 
Kontinuums auftritt. Physikalisch ist die Beziehung (31, 6) unmittelbar 
verständlich. Da wir nämlich angenommen haben, daß es keine anderen 
als die elektromagnetischen Wirkungen gibt, ist das kombinierte materielle 
und Maxweıısche Kontinuum kräftefrei, und daher muß es der Bewegungs- 
gleichung (31,1) genügen. Offenbar wird man ein ähnliches Ergebnis auch 
für irgendein anderes Feld erhalten, wenn man von der speziell-relativistischen 
Beschreibung dieses Feldes ausgeht!). Danach kann man die Gleichung 
(31,1) als die Grundgleichung der speziellen Relativitätstheorie ansehen, 
unter der Bedingung, daß man unter 7,, die Summe der Spannungstensoren 
des materiellen Kontinuums und aller vorhandenen Felder versteht. In 
gewissen Fällen wird man aber von der Form (31,4) ausgehen müssen. Dies 


*) Man nimmt heute an, daß eine solche Beschreibung für alle Felder, mit der 
einzigen Ausnahme des Gravitationsfeldes, möglich ist. Letzteres erfordert "nach der 
allgemeinen Relativitätstheorie die Verwendung eines Rısmannschen Raumes und 
kann daher im Rahmen der speziellen Relativitätstheorie nicht beschrieben werden. 
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trifft insbesondere dann zu, wenn man sich mit dem Problem der Bewegung 
eines Probeteilchens in einem vorgegebenen Feld beschäftigt. Wir werden 
dieses Problem im nächsten Abschnitt behandeln. 


8 32. Anwendungen 


Das statische System. Wir betrachten ein statisches mechanisches System. 
Alle Komponenten des 4-dimensionalen Spannungstensors T7;,„, welcher 
dieses System beschreibt, sind von der Zeit unabhängig: 


0) Tzu 
TER 0. (32,1) 
Ferner wollen wir annehmen, daß das System isoliert ist, d.h., daß es mit 
keinen anderen Systemen wechselwirkt. Eventuelle Wechselwirkungen zwi- 
schen Teilen des betrachteten Systems werden wir uns als durch den Span- 
nungstensor des entsprechenden Feldes beschrieben und im Gesamttensor 
T,„ enthalten denken, so daß wir von der Grundgleichung (31, 1) ausgehen 
dürfen: 
OTje 
0% 


=0. (32, 2) 


Schließlich werden wir annehmen, daß das System endliche Ausdehnung hat. 
Es gibt also eine geschlossene, im Endlichen verlaufende Fläche S, des 
3-dimensionalen Raumes, außerhalb deren sämtliche Komponenten T;, ver- 
schwinden: 


T,.=0 außerhalb S,- (32, 3) 


Für ein solches System folgen aus der Grundgleichung (32, 2) einige wichtige 
Formeln, die wir ‘jetzt ableiten wollen. 


Aus (32, 2) folgt unmittelbar 


Drr 


Nehmen wir noch an, daß der Index : von Null verschieden ist, so wird 
neben 7, auch x;T,, von der Zeit unabhängig sein. Daher verschwindet 
der zu o=0 entsprechende Term der linken Seite von (32,4), und es bleibt 


3 
0 i=1,2,3; \ : 
Ta; “2a (x; Tr) ve 0,1,2, ;)' (32, 5) 


; 


(= >, Feten. 
e 
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Wir integrieren diese Beziehung über den 3-dimensionalen Raum. Dabei 
genügt es, wegen (32, 3), die Integration über einen Bereich V auszuführen, 
der die Fläche S, enthält: 


3 
! >" ö 
TidV= ax (5; Tır)dV. 
% PR 


Die rechte Seite läßt sich mit Hilfe des Gauss schen Satzes in ein Flächen- 
integral verwandeln. Sind also zz; (k=1,2,3) die Komponenten des zu dS 
senkrechten, nach außen weisenden Einheitsvektors, so gilt 


5 
fimav=[ > x IırndS. 
2 Cu zer 


Die Integrationsfläche S liegt aber außerhalb S,. Nach (32, 3) ist also im 
Integranden des Flächenintegrals T;3,= 0, so daß dieses Integral gleich 
Null wird. Es folgt 


V 


Nach (32,5) gilt die Beziehung (32,6) für A=0,1,2,3 und i=1, 2,3. 


Betrachten wir zunächst den Wert A=0, so besagt (32, 6), daß der Gesanıt- 
impuls des betrachteten Systems verschwindet: 
Ft 


4 
du = on dV =, |Tor dV= 0 (k=1,2,3). (32,7) 


Für A,g=1,2,3 dagegen bedeutet die Beziehung (32, 6), daß bei einem 
statischen System die Volumintegrale der Spannungen #ı; verschwinden: 


[bsdV=/|T;dV=0 (A,i=1,2,3). (32, 8) 


Von den zehn unabhängigen Komponenten T;„ liefert also im statischen 
Fall nur die Komponente T7,, ein von Null verschiedenes Volumintegral. 
Dieses ist nach (30, 5) gleich der mit ;2 multiplizierten Gesamtenergie des 
Systens: 


[TodV=WE=-E. (32, 9) 


Ist das betrachtete System ein materielles Kontinuum, so wird es nur 
dann statisch sein, wenn die Beziehung (30, 11) erfüllt ist, d.h. wenn 


To=0 (k=1, 2,3). (32, 10) 


Anderenfalls hätten wir lediglich mit einem System zu tun, das sich in einem 
stationären Bewegungszustand befindet. Dagegen ist bei einem Feldkonti- 
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nuum die Unterscheidung zwischen einem statischen. und einem stationären 
Zustand zunächst unmöglich. Nur wenn man das Feld zusammen mit der 
es erzeugenden Materie betrachtet, wird man wieder den statischen vom 
stationären Fall unterscheiden können. . Es sei noch bemerkt, daß bei der 
Ableitung der Formel (32, 6) die Beziehung (32, 10) nicht gebraucht wurde, 
so daß Formel (32, 6) nicht nur für die statischen, sondern auch für die 
stationären Systeme gilt. 

Wir betrachten nun ein statisches materielles Kontinuum, für welches 
also neben (32, 2) noch die Beziehung (32, 10) gilt. Das Koordinatensystem, 
in. dem wir dieses Kontinuum beschreiben, stimmt dann mit seinem Ruh- 
system überein. Bezeichnen wir dieses Koordinatensystem mit x, so wird 


nach (30, 12) To=—- 00. (32, 11) 
Ferner gilt die Beziehung (32, 10), die wir jetzt so schreiben müssen: 
Tr = 0 (k=1,2,3). 
Schließlich haben wir (32, 8): 
| [Tr dV=0 (i,k=1, 2,3). 
Letztere Beziehungen legen folgende vereinfachende Annahme nahe: 
T;=0 (,k=1,2,3). (32, 12) 


Da die Spannungen in einem isolierten System lediglich eine Folge der Wechsel- 
wirkung verschiedener Teile des Systems untereinander sind, bedeutet die 
Annahme (32, 12), daß wir diese Wechselwirkung vernachlässigen. Streng 
genommen würde also. die Beziehung (32,12) für ein Kontinuunm gelten, 
‚dessen Teile überhaupt nicht miteinander wechselwirken. Ein solches Konti- 
nuum bezeichnet man als eine inkohärente Flüssigkeit. Im Buhsystem ver- 
schwinden also bei einer inkohärenten Flüssigkeit sämtliche Komponenten 
T;„ mit Ausnahme von 7yo- Beachtet man, daß im Ruhsystem die 4:dimen- 
sionale Geschwindigkeit der Flüssigkeit nach (10, 6) die Komponenten 


vwew=4w=0, w=mic 
hat, so folgt, daß man 7‘, in der Form 
Tı.= o*u un (32, 13) 


schreiben kann. Diese Formel bietet den Vorteil, daß sie sich unmittelbar 
für ein beliebiges Koordinatensystem verallgemeinern läßt. Gehen wir 
nämlich durch eine Lorentz-Transformation vom Ruhsystem x; zu einem 
anderen Koordinatensystem x, über, so wird der Spannungstensor des be- 
trachteten Kontinuums im Koordinatensystem x, durch. 


T, = o’mu, (32, 14) 


gegeben, wobei u; die Geschwindigkeit des Kontinuums in %, bedeutet. 
Der Beweis folgt aus der Bemerkung, daß die Ruhmassendichte o* als eine 
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skalare Größe anzusehen ist, da sie in allen Koordinatensystemen unver- 
ändert übernommen wird. Daher ist die durch (32, 14) bestimmte Größe 
nach den Ausführungen des $ 18 ein Tensor zweiter Stufe, und zwar gerade 
derjenige Tensor, der im Ruhsvstem x, mit (32, 13) übereinstimmt. 


Im Koordinatensystem x, führt die betrachtete inkohärente Flüssigkeit 
eine Translationsbewegung mit der konstanten Geschwindigkeit u; aus. Der 
Gesamtimpuls in diesem Koordinatensystem wird durch das Integral der 
Impulsdichte gegeben: 


1 
pr = [e.dV = za | Tor av (k=1,2,3). 


Mit dem aus (32, 14) folgenden Wert von 75. wird das: 


1 f. 
m=7,le UrtyAV. 


Nach (5, 6) und (10,.6) ist aber 2 4,AV nichts anderes als das Ruhvolumen 
dV°. Beachtet man noch, daß konstant ist, so folgt 
pr=[o*dV* u (k=1,2,3). (32, 15) 
Das Integral 
feav'=m (32, 16) 


kann man als die Ruhmasse des Systems bezeichnen. Dies ist deshalb gerecht- 
fertigt, weil die Gesamtenergie im Ruhsystem, d.h. die Ruhenergie E,, durch 


E,= —- [To dV’=jeaV* A=mer (32, 17) 


gegeben ist, was mit der Beziehung (14, 7 a) übereinstimmt. Für die Energie 
im Koordinatensystem x, findet man | 


E=— [Too dV=[o*u)?dV=[o*ugcdV”. 


Beachtet man, daß «, kdnstant ist, so folgt 


E=m,0%:- (32, 18) 
Daher: 
== mty. (32, 19) 


Die Gleichungen (32, 15) und (32, 19) stimmen mit der Formel (11, 8) überein, 
die nach den Ausführungen des $ 11 für ein materielles Teilchen gilt. Man 
kann also die Formel (11, 8) der Dynamik des Massenpunktes aus der Grund- 
gleichung (32, 2) der Mechanik des Kontinuums ableiten. Dazu genügt die 
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Annahme, daß das Teilchen nicht in Strenge ein _Massenpunkt ist, d.h., daß 
so daß wir es in Wirklichkeit mit einem räumlich begrenzten Kontinuum 
zu tun haben. 


Die Bewegungsgleichung eines Massenpunktes. Auch die Bewegungsgleichung 
eines Teilchens in einem gegebenen äußeren Kraftfeld läßt sich aus der Be- 
wegungsgleichung des Kontinuums ableiten. In diesem Fall werden wir aber 
von der Form (37,4) der Bewegungsgleichung des Kontinuums ausgehen 
müssen. Am einfachsten erreichen wir unser Ziel, wenn wir annehmen, daß 
die gewöhnlichen 3-dimensionalen Spannungen im Innern des Teilchens 
verschwindend klein sind. Wir dürfen dann die für eine inkohärente 
Flüssigkeit geltende Form (32, 14) des Tensors T,, zugrunde legen. Nur 
wird im jetzigen Fall wegen des äußeren Kıraftfeides die Geschwindigkeit u; 
nicht mehr konstant sein, sondern von den Koordinaten x, abhängen, 


Aus (32, 14) folgt unmittelbar 
T; 
> Sat — > Fr u) un + 0’ Ye dx (82, 20) 


Beachtet man, daß nach (10,4) „= Se ist, so ergibt der erste Term 


der rechten Seite 


> SE 
: ErrBL Ur)Uy = Zr (o Ur) . (32, 21) 
.# 
Ferner gilt 
3 
ou Nom 09m 
0% u 0% 0%, ° 
k=1 
Nach (10, 6) ist 
Ug c 
% i g?® 
I--3 
c 


daher 
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Da q, = = ist, wird die letzte Klammer gleich a Also 
OX. 


7 
Setzen wir (32,21) und (32, 22) in (32, 20), so folgt 


Bi lau _ de u) + 0* u (" divq + .. ? 
I OK 
7 
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(32, 22) 


In der letzten Gleichung ersetzen wir > Ola, nach (31,4) durch die 


OK 


u 
Kraftdichte /, und multiplizieren dann die Gleichung mit dem Volumen des 
Teilchens in seinem -Ruhsystem. Bezeichnen wir dieses Ruhvolumen mit 


öV*, so wird 
. d,, A . 4 di 
Ta oV = 7, 4)6V + 0 öV c (" divq +. 
Andererseits ergibt sich aus (5, 6) und (10, 6) 


eV’ = — öV; 


daher ist 


ld 
u dt 2 on R Fr 


Zov" = öV. 


Und wenn wir 7) berücksichtigen, 


00V") - ze (mi Se or. 
at 


Multiplizieren wir noch mit, er U, So folgt 
T 


2 (0v”) a — (m divg-+ 7 öV*. 


Mit diesem Ergebnis vereinfacht sich Gleichung (32, 23) zu 


* d * *. * d % d ° & 
IaöV - 0 4)8V + 0 47 (60V = 770 uoV Y. 


Papapetrou, Relatiritätstheorie 9 


(32, 23) 
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Die linke Seite dieser Gleichung ist nach (26, 12) nichts anderes als die auf 
das Teilchen wirkende 4-dimensionale Kraft X,. Beachtet man noch, daß 
o*öV* mit der Ruhmasse m, des Teilchens übereinstimmt, so ergibt sich 
aus der letzten Beziehung die Bewegungsgleichung (15, 2) des Teilchens: 


d 
Kı — dr (Mg U;) = (32, 24) 


Weitere Beziehungen zwischen der Mechanik des Kontinuums und der 
des Massenpunktes werden wir im nächsten Kapitel aus der Formulierung. 
der für ein Kontinuum geltenden Erhaltungssätze ableiten. 


Kapitel V 
DIE ERHALTUNGSSÄTZE 


$ 33. Der Energie-Impulssatz 


Die Erhaltung von Impuls und Energie haben wir für ein System von 
Massenpunkten, welche miteinander nur durch Stöße wechselwirken, in $ 12 
behandelt und durch die Gleichung (12,3) ausgedrückt. In diesem Kapitel 
werden wir uns mit den Erhaltungssätzen in der Mechanik des Kontinuums 
beschäftigen. Dabei werden wir uns nicht ‚auf die Erhaltung von Impuls 
und Energie beschränken, sondern auch den Erhaltungssatz für den Drehimpuls 
und den Schwerpunktsatz betrachten. Anschließend werden wir den Über- 
gang von der Mechanik des Kontinuuns zu der des Massenpunktes allgemein 
durchführen. | 
Wir beginnen mit der Erhaltung von Impuls und Energie. Bei unseren 
Betrachtungen gehen wir von der Grundgleichung (31,1) des Kontinuums aus: 


——o )=0, 1,2, 3). (33, 1) 


Wir nehmen also an, den Ausführungen des $ 31 entsprechend, daß 
1. das betrachtete System nicht mit anderen Körpern wechselwirkt und 
2. eventuelle Wechselwirkungen zwischen Teilen des betrachteten Systems 
durch einen entsprechenden Beitrag in 7;e schon berücksichtigt sind. 


Gleichung (33, 1) drückt die Erhaltung des Impulses und der Energie in 
differentieller Form aus. Betrachten wir nämlich ein gegebenes, im Raum 
festgehaltenes Vöolumelement 24V und multiplizieren wir Gleichung (33,1) 
mit dV, so ergibt sich für A=1 


3 . 
SEAN In vo. 
0 


zer 0x; 0x 
Also nach (29, 5) und (9, 3): 
3 R 
Odır 081 u 2 
2 pr dV + ER dV=0. (33, 2) 


In dieser Gleichung bedeutet der erste Term nach der in $ 27 gegebenen 

Deutung von Piz den aus der Oberfläche von dV pro Zeiteinheit heraüs- 

strömenden Impuls in Richtung x,, während der zweite Term die Änderung 
9% 
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des in dV enthaltenen Impulses dieser Richtung ausdrückt. Gleichung (33, 2) 
besagt also, daß im Volumen dV- Impuls in Richtung x, weder erzeugt 
noch vernichtet wird. Mit anderen Worten ist durch Gleichung (33, 2) die 
Erhaltung der in dV enthaltenen, zur x,-Achse parallelen Komponente des 
Impulses ausgedrückt. Ähnlich stellen die A=2,3 entsprechenden Glei- 
chungen (33, 1) die differentielle Form des Erhaltungssatzes für die zwei 
anderen Komponenten des Impulses dar. Für A= 0 findet man aus (33, 1), 
unter Beachtung von ee 5), (30,7) und (30, 5), 


05; 0oW r 
> AV + 4V=0, (33, 3) 


was die Erhaltung der in dV enthaltenen Energie zum Ausdruck bringt. 


Die Gleichungen (33, 2) und (33, 3) lassen sich auch für ein endliches, 
ebenfalls im Raum festgehaltenes Volumen V verallgemeinern. Es genügt 
dazu, diese Gleichungen über das Volumen V zu integrieren. Dabei müssen 
wir aber auf eine wichtige Einzelheit achten. Die Beziehungen (33, 2) und 
(33, 3) gelten für jeden Zeitpunkt i. Dementsprechend könnten wir bei der 
Durchführung der Integration über das Volumen V die Beziehungen (33, 2) 
und (33, 3) an den verschiedenen Volumelementen 4V für verschiedene, 
beliebig gewählte Zeitpunkte nehmen. Ein solches Verfahren wäre aber für 
unseren Zweck unnötig kompliziert. Es genügt, wenn wir in den Beziehungen 
(33,2) und (33, 3) für alle Elemente dV von V denselben Zeitpunkt 3 


wählen, d.h., wenn wir die Volumintegration für ?= const durchführen. 


Diese Tatsache läßt sich in der 4-dimensionalen Sprache besonders elegant 
formulieren. Dort ist nämlich = const bzw. %,= const die Gleichung einer 
(3-dimensionalen) Hyperebene des 4-dimensionalen Mmkowskıschen Raumes. 
Diese Hyperebene wird durch die übrigen Koordinaten x}, %,, %, beschrieben 
und stimmt daher mit dem gewöhnlichen 3-dimensionalen Raum überein. 
Am einfachsten werden wir also sagen, daß wir die Gleichungen (33, 2) und 
(33, 3) auf der Hyperebene i= const integrieren. Da wir es in allen Aus- 
führungen dieses Kapitels nur mit solchen Volumintegralen zu tun haben 
werden, dürfen wir auf die Verwendung einer besonderen Bezeichnung, 
welche an die Bedingung t= const erinnert, verzichten. Wir werden also 
für das Integral von (33, 2) über V bei ?= const einfach schreiben: 


[P3 av + [2& AV=0. (33, 4) 
v 


Der erste Term von (33, 4) läßt sich nach dem Gaussschen Satz in ein 
Integral über die das Volumen V begrenzende Fläche S verwandeln: 


3 
IP dV = [Su n,dS, 
O%% Ss k=1 


E4 
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wobei »; die Komponenten des zum Flächenelement dS senkrechten, nach 
außen hin gerichteten Einheitsvektors sind. Den zweiten Term von (33, 4) 
kann man auch so schreiben: 


Ik av jur. 


Die Richtigkeit dieser Umformung folgt unmittelbar aus der Bemerkung, 
daß wir unbewegte Volumelemente dV betrachten, so daß neben der Zeit- 
unabhängigkeit von dV selbst auch die Beziehung 


Aa a5 KIN 
a 


gilt. Gleichung (33, 4) nimmt also die Form an 


af. 3 
Gr jaar+ [Zrumas=0. (33, 5) 
v a 


/ 


Bedenkt man aber, daß das Integral I g, dV der in V enthaltene Impuls 


in Biehtang: %, ist, während das Flächenintegral in (33,5) den aus V pro 
Zeiteinheit herausströmenden Impuls derselben Richtung bedeutet, so sieht 
‘man, daß Gleichung (33, 5) tatsächlich die Erhaltung der zur %-Achse par- 
allelen Komponente des Impulses für das Volumen V ausdrückt. Ähnlich 
folgen aus den zwei weiteren, den Werten A=2 und 3 entsprechenden 
Gleichungen der Form (33, 4) die Beziehungen. 


d 
Fr fuars Irumis- 0, | 
14 


(33, 6) 
=“ g,dV + |Zrmas- 0, | 


welche die Erhaltung der beiden anderen Impulskomponenten ausdrücken. 
Die Integration von (33, 3) ergibt mit Hilfe derselben "Umformungen: 


ı 0. 33,7 
a [mar+ [Zsmas 0 ( ) 
V 


Diese Beziehung drückt die Erhaltung der in V enthaltenen Energie aus. 


Im Falle eines materiellen Kontinuums kann man neben dem festgehaltenen 
infinitesimalen bzw. endlichen Volumen auch ein mit der Materie bewegtes 
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Volumen betrachten. Zur Unterscheidung von dem eben betrachteten, 
im Raum festgehaltenen Volumen V wollen wir das mit der Materie bewegte 
Volumen mit (V) bezeichnen. Wir werden zeigen, daß auch für das mit- 
bewegte Volumen (V) zu (33, 5) und (33, 6) ähnliche Beziehungen gelten. 
Wir gehen von dem für einen gegebenen Zeitpunkt ? berechneten Volum- 


integral J gdV (i=1,2,3) aus, dessen Wert von der Zeit 2 abhängen wird. 


Um die Ableitung . | g;dV auszurechnen, denken wir uns vorläufig das 


(W) 
Integral durch eine Summe ersetzt: 


[gaV/=YgiöV. 


| 02 ( 
Daraus folgt 
dg; 
a jer- Ars un]. 


Für es und u (67) müssen wir jetzt die Werte (28,5) und (28,7) ein- 


setzen, da sich das Volumelement 6V mit der Materie bewegt. Es ergibt 


sich dann 
3 
d den 08; j m 
a [kr-2% Dr nt an? 


() 
_ O8; 0; | 
“2 een] ar 


Q 
Beachten wir noch, daß nach (33, 2) 


3 
og: _ O Dir 


u 0x 
=1 


ist, so folgt aus (33, 8) 
7) 
a jer- SI Ep (= Bin + siqn)| 8V 
() 
Also wegen (27, 2) 


[7 % [wr-- (3 av 
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Wir gehen jetzt von der Summe , zum Integral zurück: 
[12 


Die Umformung der rechten Seite nach dem Gaussschen Satz ergibt 


PL 


d \ | 
4 (nav-- [ Zarmas. (33, 9) 
02) Ole 


Dies ist die zu (33, 5) und (33, 6) analoge, für das mitbewegte Volumen (V) 
geltende Beziehung. Der Unterschied zwischen (33, 5), (33, 6) und (33, 9) 
besteht darin, daß in den ersten Beziehungen die verallgemeinerten Span- 
nungen jr, in (33, 9) dagegen die eigentlichen Spannungen o;, verwendet 
werden. Die Beziehung (33, 9) läßt eine besonders einfache Deutung zu. 
Die rechte Seite von (33, 9) stellt nämlich die auf die in (V) enthaltene Materie 
wirkende Gesamtkraft dar. Daher ist (33, 9) die zu (13,2) analoge Bewegungs- 
gleichung der im Volumen (V) enthaltenen Materie. 


Aus den Gleichungen (33, 5) bis (33,7) kann man unmittelbar den inte- 
gralen Erhaltungssatz von Impuls und Energie in seiner gewöhnlichen Form 
ableiten. Wir brauchen nur anzunehmen, daß das Kontinuum einen endlichen 
Bereich des 3-dimensionalen Raumes erfüllt. Wir nehmer also ähnlich wie 
in $32 an, daß es eine geschlossene, im Endlichen verlaufende Fläche S, gibt, 
so daß im Außeren von $, sämtliche Komponenten T;, verschwinden. Er- 
strecken wir dann die Integration in (33, 5), (33,6) und (33,7) über die ganze 
Ausdehnung des Kontinuums, d.h., wählen wir das Volumen V so groß, daß 
es die ganze Fläche S, in seinem Innern enthält, so werden in diesen Formeln 
die Flächenintegrale identisch verschwinden. Die Formeln reduzieren sich 
also auf 


[near =0 6-1,.2.3. | 
; (33, 10) 
war - 0. | 


DasIntegral [g;dV stellt offenbar den Gesamtimpuls #; des Kontinuums dar: 


Ähnlich ist das Integral [wav gleich der Gesamtenergie des betrachteten 
Kontinuums: 


[WwaV=E. (33, 12) 
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Die Gleichungen (33, 10) lassen sich also auch so schreiben: 
di = const (=1,2,3), (33, 13) 
E= const, (33, 14) 


und drücken dann den Energie-Impulssatz in seiner gewöhnlichen Form aus!). 


8 34. Der Drehimpulssatz 


Bei der Definition des Drehimpulses gehen wir auch in der speziellen Rela- 
tivitätstheorie ähnlich wie in der Newronschen Mechanik vor. Zunächst 
werden wir einen Bezugspunkt für die Berechnung der Momente der Impuls- 
verteilung wählen. Dieser Bezugspunkt kann beliebig gewählt werden. Nach 
getroffener Wahl muß man ihn aber festhalten, so daß seine Koordinaten, 
die wir mit &(#=1,2,3) bezeichnen wollen, im Laufe der Zeit konstant 
bleiben. Wir betrachten ein Volumelement dV, dessen Ort im 3-dimensionalen 
Raum durch den Punkt mit den Koordinaten 5 (f=1,2,3) festgelegt ist. 
Bezeichnen wir die Impulsdichte an dieser Stelle mit g und setzen wir 


k=u—6& ((=1,2,3), (34,)]) 


so wird der Drehimpuls der im Volumelement dV enthaltenen Materie gleich 
dem Vektorprodukt des 3-dimensionalen Vektors [| (dessen Komponenten 
„= h; ly = la und B= I, sind) mit gdV: 


a3=l[le]aV: (34, 2) 


Für ein endliches Volumen V werden wir den Ausdruck (34, 2) unter der 
Bedingung #= const integrieren: 


3= [[fo]dV. (34, 3) 
V 


Diese Definition gilt ohne jede Änderung sowohl in der Newroxschen Mechanik 
als auch in der speziellen Relativitätstheorie. Man muß nur darauf achten, 
daß in der speziellen Relativitätstheorie die Komponenten der Impulsdichte g 
nach (29, 5) durch | 


=; To (R=1,2,3) (34,4) 


gegeben werden. 


1) Ist dem materiellen Kontinuum noch ein Feldkontinuum überlagert, so wird es 
.dann im allgemeinen keine Fläche S, geben, außerhalb deren T;, streng gleich Null 
wird. Trotzdem werden auch in diesem Fall die Erhaltungssätze (33, 13) und (33, 14) 
gelten, wenn T;, außerhalb einer Fläche S, so schnell gegen Null strebt, daß die Volum- 
integrale von g; und W für V—oo konvergieren und dabei die in (33, 5) bis (33, 7). 
erscheinenden Flächenintegrale gegen Null streben. Dies ist z. B. dann erfüllt, wenn wir 
es mit elektrisch geladener Materie zu tun haben, die ein elektrostatisches Feld,erzeugt 
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Die zeitliche Ableitung des im Volumen V enthaltenen Drehimpulses läßt 
sich mit Hilfe der Grundgleichung (33, 1) des Kontinuums bestimmen 


. Be- 
trachten wir zunächst ein im Raum festgehaltenes Volumen V, so folgt z. B 
für die Komponente J, des Drehimpulses 


2 ö 
r v 


er f, 98 g\ 
- [(h a, av. (34, 5) 
V 


Der in der Klammer des letzten Integrals stehende Ausdruck läßt sich mit 
Hilfe von (33, 1) umfiormen. Man findet durch eine einfache Rechnung 


> (der — l,dın) 


3 

_ Ober OPır öl, Ol, 
2 = zu Jg a hun). 
=1 = =1 


3 
Für den Wert von So 


findet man aus (33,1) und (29, 5) 
k=1 03% 


3 7 
Se 08 ne 
s 0% ur TE =1,2,3). 


=1 


Ferner folgt aus (34,1), da die Koordinaten &; des Bezugspunktes Kon- 
stanten sind, 


Daher ist 


0 08 08 
Im apa hrn=- (A eg) 


+ Pa die). 


Der letzte Term entfällt wegen der Symmetrieeigenschaft (27, 4) von $ir. 
Es wird also 


2 2 
Da = > (ber pn). (34, 6) 
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Setzt man die rechte Seite von (34, 6) in (34, 5) ein, SO en sich nach An- 
wendung des Gaussschen Satzes 


a = -/2 (lı Par = I, Pır) ds. (34, 7) 


Eine zu (34, 7) ähnliche Formel läßt sich auch für den Fall eines mit der 
Materie bewegten Volumens (V) ableiten. Die Rechnung wird in diesem 
Fall der zu (33, 9) führenden ähnlich. Ist / eine beliebige Funktion der Zeit : 
und der Raumkoordinaten %;(i=1, 2,3), so gilt die Beziehung 


3 
d [ _ [I 0 | . 
 |tav= + Dog tm|ar. (34, 8) 

() 02) vi 
Der Beweis verläuft ganz ähnlich wie bei der Ableitung der Formel (33, 8). 
Setzt man nun 

=h9-k6 
und beachtet, daß 
of 


0; 7) 
31 = I —= 082 —], [1 


ot ot 


ist, so ergibt sich aus (34, 8) unter Berücksichtigung von (34, 6) 


ua- ,g)dV=— fer [1 dar — ledır — Bar + Iaı grlaV. 


.) 


(D) (W) k=1 


Daher ist wegen (27, 2) 


er , [üe- uonar- [I (oar — lgoın)dV. 


02) (w) R 
Mit Hilfe des Gaussschen Satzes erhalten wir daraus: 
—: | (182 ka)dV=— [2 2 (hosr—bzoın)mdS. (84,9) 
(W) (S) 
Dies ist dieselbe Beziehung wie (34,7), mit dem einzigen Unterschied, daß jetzt 


die eigentlichen Spannungen o;; an. die Stelle von #;r treten. Die Beziehung 
(34,9) kann man ähnlich wie in der Newroxschen Mechanik deuten. Die 
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rechte Seite von (34, 9) stellt nämlich das Gesamtmoment der auf die im 
Volumen (V) enthaltenen Materie wirkenden Kräfte dar. Die Beziehung 
(34, 9) besagt also, daß die Änderungsgeschwindigkeit des Drehimpulses 
gleich dem Moment der äußeren Kräfte ist. 


Haben wir es mit einem Kontinuum zu tun, das nur einen endlichen Be- 
reich des 3-dimensionalen Raumes erfüllt, so folgt entweder aus (34, 7) oder 
aus (34, 9) der Drehimpulssatz in seiner gewöhnlichen Form. Wählen wir 
nämlich in (34,7) das Integrationsgebiet V so groß, daß es die ganze Fläche S, 
in seinem Innern enthält, dann verschwindet das Flächenintegral identisch 
und es bleibt 

A) 


Fri (34, 10) 


Ähnlich beweist man auch die zwei weiteren Beziehungen 


= —— s L, 1 
Fr 0, 0 (34, 11) 


Der Gesamtdrehimpuls eines von seiner Umgebung isolierten Kontinuums 
bleibt also konstant: 


3= /[tg]dV = const. (34, 12) 


8 35. Der Schwerpunktsatz 


In der Newronschen Mechanik definiert man den Schwerpunkt der im 
mitbewegten Volumen (V) enthaltenen Materie durch die Beziehung 


[medV=X: [odV =1,2,3). (35,1) 
(#7) (9) 


x 


Die sich aus dieser Beziehung ergebenden Werte X, sind die Koordinaten 
des Schwerpunktes. Eine besonders wichtige Rolle spielt der Schwerpunkt 
des gesamten materiellen Systems. Dieser wird wieder durch die Beziehung 
(35, 1) definiert, wenn man als Integrationsbereich (V) das Volumen des: 
ganzen Systems nimmt. Für den Schwerpunkt des gesamten Systems gilt 
der Schwerpunktsatz der Newronschen Mechanik: Der Schwerpunkt eines 
isolierten Systems bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit. ” 


Der Begriff des Schwerpunktes läßt sich auch in die spezielle Relativitäts- 
theorie übertragen. Und zwar wird man dabei wieder von der Definitions- 
gleichung (35, 1) der Newronschen Mechanik ausgehen. Der einzige Unter- 
schied besteht darin, daß jetzt oe nicht mehr die Massendichte der NewTox- 
schen Mechanik bedeutet, sondern nach (30, 4) die durch c? dividierte Energie- 
dichte darstellt. In Wirklichkeit enthält also die Definitionsgleichung des 
Schwerpunktes in der speziellen Relativitätstheorie die Energiedichte W: 


[x: WdV = X; |WaV (=1,2,3). (85, 2) 
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Streng genommen sollte man, dieser Definition entsprechend, den Punkt 
mit den Koordinaten X; als den Energiemittelpunkt des Systems bezeichnen. 
Man macht aber von dieser Bezeichnung nur selten Gebrauch — ähnlich 
wie man in der Nzwroxschen Mechanik von dem durch die Beziehung (35, 1) 
definierten Punkt nur selten als, von dem Massenmittelpunkt spricht —, da 


sich der Ausdruck „Schwerpunkt“ durch den langen Gebrauch völlig durch- 
gesetzt hat. 


Wir werden jetzt zeigen, daß auch in der Relativitätstheorie für den durch 
(35, 2) definierten Schwerpunkt eines isolierten Systems der von der NEWTor- 
schen Mechanik her bekannte Schwerpunktsatz unverändert gilt. Wir be- 
merken zunächst, daß die Integrale in (35, 2) nach der allgemeinen Ver- 
einbarung von $ 33 für {= const zu berechnen sind. Daher werden diese 
Integrale, und infolgedessen auch die X;, nur von ? abhängen können. Diffe- 
renzieren wir aber Gleichung (35, 2) nach , so folgt unter Beachtung von 


(33, 14), wonach das Integral der rechten Seite konstant und gleich der 
Gesamtenergie E ist, daß 


d dX; 
ze war- E —— Fr 


Zur Ausrechnung der auf der linken Seite stehenden Ableitung wollen wir 
uns die Volumelemente dV im Raum festgehalten denken. Dann sind auch 
die Koordinaten x; von der Zeit unabhängig, während 


T _IW 
BarTz 
wird. Also z 
oW dX; 
LER 35, 3 
IE? 31 dV=E FT ( ) 
Nun folgt aus (30, 6) 
| 3 
0W __.. y198r 
8 Oxk 
k=1 


Daher ist 


3 
1) 
zu > Dar (X gr) + o*8i. 
k=1 


Setzen wir diesen Ausdruck in (35, 3) ein, so folgt 


— 2 /x; Fomsstejeer- E = h 
k=1 


Das Flächenintegral wird aber identisch gleich Null, da wir ein endlich aus- 
gedehntes System vorausgesetzt haben und daher gx auf der Integrations- 
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fläche‘ verschwindet. Beachten wir noch, daß nach (33,11) das Integral 
1 gidV gleich dem Gesamtimpuls 5; des Systems ist, so wird schließlich 


.E dX; Ä 
=, (=1,2,3). (35, 4) 


Da nach’ (33,13) auch der Impuls ; konstant ist, so folgt aus (35, 4), daß 


.dX; £ i 3 
7 = konstant ist. Die Beziehung (35, 4) stellt die genaue Formulierung des 
Schwerpunktsatzes dar. 


In der Newroxschen Mechanik lautet die quantitative Formulierung des 
Schwerpunktsatzes 
dX; 


wobei m = [odV die Gesamtmasse des Systems bedeutet. Die relativistische 
Formulierung (35, 4) geht aus der Newroxschen (35,5) mit Hilfe der in 
der relativistischen Dynamik des Massenpunktes abgeleiteten Beziehung 
(14,9), 


n=— 
c?’ 


hervor. Ferner zeigt die Beziehung (35, 4) eine weitgehende Ähnlichkeit 
zu der für einen Massenpunkt geltenden Formel (14,12), 


E 
Di zer i 


Dabei entspricht der Geschwindigkeit g; des Massenpunktes die Geschwindig- 
dX; 
keit u des Schwerpunktes des ausgedehnten Systems. Diese Bemerkungen 


‚zeigen, daß es ein enges Verhältnis zwischen der Mechanik des Kontinuums 
und der des Massenpunktes gibt..Wir werden dieses Verhältnis in den folgen- 
den Abschnitten und aneandere in $ 38 weiter diskutieren und genauer 


kennenlernen. 
R 


$ 36. Transformationseigenschaften. Die Invarianz der Ladung 


Die Gleichungen (33,13) und (33, 14), welche die Erhaltung von Impuls 
und Energie in einem Kontinuum ausdrücken, sind von genau derselben 
Form wie die entsprechenden in der Dynamik des Massenpunktes geltenden 
Beziehungen. Die Analogie zwischen Kontinuum und Massenpunkt geht 
aber noch weiter. In $ 12 haben wir gesehen, daß im Falle des Massen- 
punktes die drei Impulskomponenten und die Energie die wichtige durch 
(12,2) ausgedrückte Eigenschaft haben, die Komponenten eines Vektors 
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des Minkowskischen Raumes zu sein. Wir werden in den folgenden Ab- 
schnitten zeigen, daß dieser Satz auch für das Kontinuum gilt: Bei LoRENTz- 
Transformationen verhalten sich die durch (33, 11) und (33, 12) gegebenen 


Größen #; und Bi wie die Komponenten eines Vierervektors. An- 


schließend werden wir auch die Transformationseigenschaften des Dreh- 
impulses und des Schwerpunktes untersuchen und die entsprechenden Trans- 
formationsformeln aufstellen. 


In diesem Abschnitt werden wir einen Satz beweisen, der die mathematische 
Grundlage für die Ableitung der Transformationseigenschaften sowohl von 
Impuls und Energie als auch von Drehimpuls und Schwerpunkt bildet. 
Dieser Satz hängt mit der Kontinuitätsgleichung (20, 6) der Elektrodynamik 
zusammen, 


0 j 
pt vs=0, (36, 1) 
und drückt, wie wir weiter unten sehen werden, eine wichtige Eigenschaft 
der Gesamtladung des Systems aus. Um diesen Satz zu beweisen, müssen 
wir annehmen, daß die Materie, die 
die elektrischen Ströme und die Ladung 
trägt, nur einen endlichen Bereich 
des 3-dimensionalen Raumes erfüllt. 
Diesen Sachverhalt soll die Fig. 13 
veranschaulichen. Wir nehmen an, 
daß der 4-dimensionale Vektor sı, der 
nach (20, 9) die Strom- und Ladurgs- 
dichte vereinigt, außerhalb des in Fig.13 
schraffierten Gebietes des 4-dimensio- 
£t=Const : nalen Raumes verschwindet. Dabei 
soll dieses Gebiet so beschaffen sein, 
Fig. 13. daß es auf jeder Hyperebene Z=const 
| einen endlichen Querschnitt liefert. 


E=const 


Integrieren wir die Beziehung (36, 1) auf der Hyperebene t= const, so folgt 
[ee ar+ e|aivs dV=0. 


Diese Beziehung läßt sich ähnlich wie in $ 33 umformen und ergibt 


5 R 
er eaV+e| Zsmas=0. 


k=1 


Erstreckt sich also die Integration über die gesamte Ausdehnung der Strom-. 
und Ladungsverteilung, so wird das Flächenintegral verschwinden und es bleibt 


2 J odV=0. (36, 2) 
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Das in dieser Beziehung auftretende Integral ist die Gesamtladung e des 


Systems: 
€ =/e dV. (36, 3) 


Die Beziehung (36, 2) besagt also, daß die Ladung e konstant bleibt, 
e= const, (36, 4) 
d.h., daß die Integration von o auf irgendeiner Hyperebene ?= const immer 


den gleichen Wert e liefert. 


Gehen wir durch eine beliebige Lorentz-Transformation zu dem neuen 
Koordinatensystem x, über — dessen Zeitachse in Fig. 13 mit ?’ bezeichnet 
wurde —, so läßt sich die vorige Beweisführung im Koordinatensystem x, 
wiederholen. Das Ergebnis lautet 


d r , j 
Setzen wir also 
e=[o'dV’, (36, 5) 


so wird auch im Koordinatensystem x; der Wert e’ unabhängig von !’: 
e'= const. (36, 6) 
Wir werden nun beweisen, daß die Werte e und e’ einander gleich sind, 
e=e', (36, 7) 


d.h., daß die Gesamtladung des Systems eine LorEnTz-invariante Größe ist. 
‚Den Beweis werden wir mit Hilfe der 4-dimensionalen Verallgemeinerung 
des Gaussschen Satzes erbringen. Diese entsteht aus der 3-dimensionalen 
‚Form, | 


java dV = [(Un)dS, 


wenn wir sämtliche darin erscheinenden Größen durch die entsprechenden 
4-dimensionalen Größen ersetzen. Wir werden also von einem 4-dimensior 


Vektorfeld A, ausgehen und div durch > 2 ersetzen. Ferner werden 
a 
r | 


wir die Volumintegration in 'einem Bereich des 4-dimensionalen Raumes aus- 
führen und daher an Stelle von dV das 4-dimensionale Volumelement do 
verwenden. Die rechte Seite wird dann zu einem Integral auf der Hyper- 
fläche, die den betrachteten 4-dimensionalen Bereich begrenzt. An Stelle 
von n.dS werden wir also den 4-dimensionalen Vektor do, verwenden, dessen 
Komponenten gleich der Projektionen des Hyperflächenelementes auf die 


» 
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vier fundamentalen Hyperebenen des verwendeten Koordinatensystems sind. 
Der 4-dimensionale Gausssche Satz lautet also 


[ »3 04: 10=| $ A,da. (36, 8) 
= 0% E 


Wir wenden diesen Satz für 


Aı=Sı 


an, wobei sı der 4-dimensionale Strom-Ladungsvektor (20, 9) ist. Als Inte- 
grationsbereich wählen wir das in Fig. 13 zwischen den Hyperebenen ?= const 
und ?’= const und der Seitenfläche HZ enthaltene Gebiet. Beachten wir, 
daß nach (21,11) | | 


ist, so folgt aus (36, 8) 


[Isdn=0. 


A 


Dieses Integral läßt sich in drei Teile zerlegen, die den Hyperebenen ?= const 
und ?’=const und der Hyperfläche H entsprechen. Da aber H außerhalb 
des schraffierten Gebietes liegt und daher auf ihr 3=0 ist, verschwindet 
der dritte Term identisch. Es bleibt also 


Yada+ [ Nada=d. (36, 9) 


i=const 4 P=const 4 


Da s; und do; beide Vektoren sind, ist der in (36, 9) unter dem Integrations- 
- zeichen stehende Ausdruck eine skalare Größe, die also denselben Wert 
in allen, Koordinatensystemen hat. Man darf daher bei der Durchführung 
der Integration ein spezielles Koordinatensystem wählen, so daß sich da- 
durch die Rechnung möglichst vereinfacht. Beim ersten Integral wird dies 
das Koordinatensystem x, mit der Zeitkoordinate x,= ict sein (in Fig. 13 
Zeitachse !). Dann stimmt nämlich die Integrationsfläche = const mit 
der Koordinatenebene (%,, X, %,) überein. Daher wird 


do, = do, = dos = 0 . 


Die vierte Komponente do, wird dem Betrage nach gleich dem 3-dimen- 
sionalen Volumelement dV. Ferner sieht man in Fig. 13, daß die in bezug 
auf das 4-dimensionale Integrationsgebiet äußere Normale. der Hyperebene 
i= const zur Zeitachse entgegengesetzt gerichtet ist. Es wird also | 


dyg=— AV. 
Daraus folgt 
[| EZudn=—[saV. (36, 10) 


t=const A 


7 
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Für die Ausrechnung des zweiten Integrals in (36, 9) eignet sich am besten 
das Koordinatensystem x, mit der Zeitkoordinate x9=#ct’ (in Fig. 13 
Zeitachse t’). Dieselbe Beweisführung läßt sich dann für das Koordinaten- 
system x, wiederholen. Der einzige Unterschied besteht darin, daß. die äußere 
Normale der Hyperebene i#’=const die Richtung der Zeitachse i’ hat. Es 
wird also 


j doa=aV’ 
‘und daher 
[| Ysdan=[siav'. (36, 11) 
t’=const A 
Setzen wir (36,10) und (36, 11) in (36, 9) ein, so ergibt sich 
[adv = [siaVv', (36, 12) 


was wegen ,=o und s4= 0’ mit der Beziehung (36, 7) übereinstimmt. 


Wir werden noch eine Beziehung ableiten, welche die Gesamtladung e 
in Form eines Integrals über eine allgemeine Hyperfläche o angibt (Fig. 13). 
Dabei darf o beliebig sein und muß nur der Bedingung genügen, daß sie für 
das schraffierte Gebiet einen endlichen Querschnitt liefert. Wählen wir dann 
als Integrationsgebiet im Gaussschen Satz (36, 8) den durch die Hyper- 
fläche #= const, a und H begrenzten Bereich, so ergibt sich 


e= | I sıda. (36, 13) 
3 


Diese Formel ist offenbar für die praktische Ausrechnung von eunbequem und 
wird deshalb nur bei allgemeinen theoretischen Betrachtungen gebraucht). 


8 37. Der Energie-Impulsvektor 


Den Ausgangspunkt bildet hier die Grundgleichung (31,1) der Mechanik 
des Kontinuums: 
OToa 


0x 


—=0. (37, 1) 
2 


.!) In dieser Formel werden im allgemeinen alle vier Komponenten do, von Null ver- 
schieden sein, so daß für ihre Verwendung die genaue Definition von do, benötigt wird. 
Wir wollen diese Definition hier kurz andeuten. Das Element do von o sei durch‘ die 
drei voneinander unabhängigen Vektoren dA,, dB,,dC, definiert. (Als Hyperfläche 
eines 4-dimensionalen Raumes ist o 3-dimensional.) Bilden wir nun die Determinanten 


|aAr dAu dA 
dos =|dBı dB dB,|, 
so ist do;,, nach den Ausführungen von $ 18 ein Tensor der Stufe 3. Dieser Tensor 
ist offensichtlich in allenIndexpaaren antisymmetrisch und daher einem Vektor äquivalent 
(vgl. $19). Das ist der Vektor, den wir in (36, 8) mit @o, bezeichnet haben. Die genaue 
Zuordnung von do, und do, „, lautet 
d,=dong, da=— dos» dia = dom; ds — dog. 
Papapetrou, 'Relativitätstheorie .10 
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Diese unterscheidet sich von der Gleichung (21, 11) durch den zusätzlichen 
„Index eo. Um die Vektorgleichung (37,1) auf die skalare (21,11) zurück- 
zuführen, multiplizieren wir sie zunächst skalar mit einem weiteren Vektor Be: 


OTo; 


ZB: 0x 


—0. (87, 2) 


Die linke Seite dieser Gleichung hat noch nicht die Form einer ' Divergenz, 
wie es in Gleichung (21, 11) der Fall ist. Wir können aber auch diesen Unter- 
schied beseitigen, wenn wir ein homogenes Vektorfeld 5, zu Hilfe.nehmen. 
Ein solches Feld werden wir z.B. so definieren können, daß wir zunächst 
an einem gegebenen Punkt einen beliebigen Vektor B, wählen und anschließend 
den gleichen Vektor auch allen anderen Punkten des 4-dimensionalen Raumes 
zuordnen. Die Komponenten B, sind dann von den Koordinaten x, unab- 


häneige: 
.: OB, 


0% 


In diesem Fall kann man die Beziehung (37, 2) auch so schreiben: 


> ep; T,)=0. (37, 4) 
A 


Die Beziehung (37, 4) ist tatsächlich von der Form (27,11) mit 
YBTa=sı. (37, 8) 
® 
Und zwar wird sı nur in einem Gebiet von der Form des in Fig. 13 schtaf- 
fiert gezeichneten von Null verschieden sein, wenn wir dies für 7,, wie in $ 33 


annehmen. Wir dürfen also den Satz (36, 12) für den durch (37, 5) gegebenen 
Vektor ss anwenden. Daraus folgt 


[EB.TadV=[$ B;Tuav'. (37, 6) 
5 e 
Die in dieser Beziehung auftretenden Integrale kann man wegen (37, 3) so- 
fort auf die durch (33, 11) und (33, 12) gegebenen Größen #ı zurückführen. 
Aus der Konstanz von B, folgt nämlich auch die von B). Nimmt man aber 
die Faktoren Be, 5, aus den Integralen (37, 6) heraus, so Tolgt 
I Be [TeadV= DB ]TardV". 
e @ 
Und da nach (33, 11) und (33, 12) 
[Tut =eh, (#=E), (37,9) 
[TedV = che (di=E') 


$ 37. Der Energie-Impulsvektor 147 
ist, wird schließlich 
ZBebde= N Bibi. (37, 8) 
e e 


Aus der Beziehung (37, 8) folgt unmittelbar die Vektoreigenschaft von De. 
Da nämlich 3, ein Vektor ist, gilt nach (18, 5) 


Be= DaB. 
A 


Führen wir diesen Wert in (37, 8) ein, so wird 
Zdıdı= ZanBıi= ZauBıti. 
4 ei ei 
Oder 
ZBe(be— Zar pi) =0. (37, 8a) 


Bedenkt man aber, daß B. ein beliebiger Vektor ist, d.b. daß die Werte 
der Komponenten B, beliebige Zahlen sind, so folgt aus (37, 8a), daß die 
Klanımer selbst verschwinden muß: 


= 2 aredi. (37, 9) 


Dies ist die Transformationsformel eines Vektors für die zu (9, 5) inverse 
Lorextrz-Transformation (9, 8). Man wird daraus zu der gewöhnlichen Trans- 
formationsfornel (18, 5) geführt, wenn man (37,9) mit @,„e multipliziert und 
über 9 summiiert: 


Dauede = Z @yeQie di = 2 (Dapeaie)di- 
e 20 @ 
Beachtet man (9, 9), so wird schließlich 
= Yauede- (37, 10) 
eo 


Damit haben wir gezeigt, daß auch in der Mechanik des Kontinuums wie 
in der des Massenpunktes die drei Komponenten des Gesamt-Impulses und 
die durch c dividierte Gesamtenergie einen Vierervektor bilden. 


Wir geben noch eine Beziehung, welche die Größen ?#, als Integrale auf 
einer beliebigen Hyperfläche o (Fig. 13) ausdrückt. Diese Beziehung folgt 
unmittelbar aus (36, 13), angewandt auf den durch (37, 5) gegebenen Vektor s;: 


[I BeT.ıdV= [N BeTer don. 
@ ogei 


10* 


148 V. Die Erhaltungssätze 


Die letzte Formel läßt sich ähnlich wie Gleichung (37, 6) umformen und 


ergibt 1 
@ 5 ji 


Da die 5, beliebige Zahlen sind, wird dies nur dann erfüllt, wenn die Klammer 
selbst verschwindet. Es gilt also die Beziehung 


1 
4 


$ 38. Kontinuum und Massenpunkt 


In der makroskopischen Physik ist zweifellos der Begriff des Kontinuums 
dem des Massenpunktes gegenüber überlegen. Das Bewegungsgesetz (13, 2) 
gilt zunächst für endliche materielle Körper, solange man es mit einfachen 
Translationsbewegungen zu tun hat, bzw. wenn man von den Drehungen 
und Deformationen absieht. Dasselbe Gesetz gilt aber in der Form (28, 2) 
auch für einen Teil eines Kontinuums, unter der einzigen Bedingung, daß 
man auch die von den benachbarten Teilen ausgeübten Kraftwirkungen, 
mit anderen Worten die im Kontinuum wirkenden Spannungen, berück- 
sichtigt. Erst später wurde der Begriff des Massenpunktes durch einen mathe- 
matischen Grenzübergang geschaffen. Nachdem man aber die atomistische 
Struktur der Materie mit Sicherheit nachweisen konnte, hat sich die Lage 
zugunsten des Begriffs des Massenpunktes verschoben. Man hat dann auch 
den umgekehrten Weg verfolgt und das Kontinuum auf ein System von 
Massenpunkten zurückgeführt, wie z.B. in der statistischen Gastheorie. 
Dieser neue Kontinuumbegriff hat offenbar nur begrenzte Gültigkeit. In 
diesen Theorien darf man nämlich nur Volumelemente‘ ö6V betrachten, die 
immer noch eine nicht zu kleine Anzahl von Atomen bzw. Molekülen enthalten. 
Im makroskopischen Maßstab sind diese Volumelemente äußerst klein und 
dürfen deshalb bei den meisten Problemen als unendlich klein betrachtet 
werden. Trotzdem ist es klar, daß es sich dabei keineswegs um das alte, 
streng gültige Kontinuum handelt. 


Eine unmittelbare, auf die Erfahrung gestützte Bestätigung der absoluten 
Überlegenheit des Massenpunktbegriffs liegt aber nicht vor. Man sieht sich 
im Gegenteil heute genötigt, auch die entgegengesetzte Hypothese zu disku- 
tieren, wie z.B. bei den Versuchen einer feldtheoretischen Erklärung der 
Struktur der Elementarteilchen, in der der Kontinuumbegriff die primäre 
Rolle spieit. Die folgenden Ausführungen entsprechen, streng genommen, 
dieser zweiten Hypothese. Sie werden aber auch im Falle einer Entscheidung 
zugunsten der ersten Hypothese keineswegs völlig wertlos, da sie in der 
makroskopischen Physik auf alle Fälle gültig sind. 


Wir betrachten zunächst ein einziges, kräftefrei bewegtes Teilchen. In 
der durch die Fig. 13 angedeuteten 4-dimensionalen Beschreibung wird ‚dieses 
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Teilchen durch ein schraffiertes Gebiet dargestellt, das auf allen Hyperebenen 
t= const kleine Querschnitte liefert. Wir dürfen also in diesem Fall von 
einer engen Röhre des 4-dimensionalen Raumes sprechen. Nur innerhalb 
dieser Röhre wird der Tensor 7;,, der die innere Beschaffenheit des Teilchens 
bestimmt, von Null verschieden sein. Nach den Ergebnissen des $ 37 besitzt 
dieses Teilchen zunächst einen konstanten 4-dimensionalen Impulsvektor Pr. 
Es folgt aber daraus nicht, daß auch die Geschwindigkeit des Teilchens 
konstant sein wird. Um zu diesem Ergebnis zu gelangen, muß man eine 
besondere Annahme einführen. Da sich nämlich nach $ 35 der Schwer- 
punkt des Teilchens mit konstanter Geschwindigkeit bewegt, genügt es 
anzunehmen, daß sich der Schwerpunkt im Innern des Teilchens befindet. 
Wie man aus (35, 2) unmittelbar ersieht, wird diese Annahme dann erfüllt, 
wenn die Energiedichte W positiv-definit ist. Den allgemeinen Fall eines 
nicht überall positiven W, wobei also der Schwerpunkt auch außerhalb des 
Teilchens liegen kann, werden wir in $ 41 behandeln. Hier wollen wir den 
für die makroskopische Physik allein interessierenden Fall eines positiven W 
betrachten. In diesem Fall wird also das Teilchen im 4-dimensionalen Raum 
durch eine Röhre mit geradliniger Achse dargestellt. Und zwar wird diese 
Röhre zylindrisch, wenn es keine inneren Bewegungen im Teilchen gibt. Die 
Geschwindigkeit aller Punkte des Teilchens wird dann der Geschwindigkeit 
seines Schwerpunktes gleich, so daß die Beziehung (35,4) mit den ersten 
drei Gleichungen (14, 12) identisch wird. Die Gesamtenergie des Konti- 
nuums haben wir.in $ 37 durch E=cp, dargestellt, was mit der vierten 
Gleichung (14, 12) übereinstimmt. Wir haben 
also den gesamten 4-dimensionalen Impuls- 
vektor ?ı des kräftefreien Massenpunktes 
aus den Erhaltungssätzen des Kontinuums 
abgeleitet. 


Im Falle mehrerer Teilchen, die mit- 
einander nur durch Stöße wechselwirken, 
werden für jedes Teilchen zwischen zwei auf- 
einanderfolgenden Stößen die vorigen Ergeb- 
nisse unverändert gelten.. Bei: einem Stoß 
werden sich die den zwei Teilchen ent- 
sprechenden 4-dimensionalen Röhren treffen 
(Fig. 14). Nach dem Stoß setzen sich die 
Röhren mit veränderten Achsenrichtungen, 
entsprechend der durch den Stoß veränderten 
Geschwindigkeiten der Teilchen weiter fort. 
Betrachtet man ein Zeitintervall, in dem 
kein Zusammenstoß stattfindet, so kann man Fig. 14 
die zu dem Energie-Impulssatz führenden 
Integrationen des $ 33 verschieden gestalten. Man kann nämlich die Inte- 
gration entweder im Innern der je ein Teilchen umschließenden Flächen 
S, und S, (Schnitt =, in Fig. 14) oder im Innern der die beiden Teil- 
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chen umschließenden Fläche S ausführen. Im ersten Fall gewinnt man den 
Erhaltungssatz für jedes einzelne Teilchen: 


4’ = const ] 


4=0,1,2,3), (88,1 
p\? = const | I en 
im zweiten Fall dagegen den Erhaltungssatz für beide Teilchen zusammen- 
genommen: 


pH? + 9 = const. (38, 2) 


Die Beziehungen (38,1) gelten aber nur bis zu dem Augenblick, in dem der 
Stoß beginnt. Während des Stoßes, wie z.B. für i=1t, (Fig. 14), gibt es 
keine Flächen S, und S,, und man kann daher die Beziehungen (38, 1) nicht 
mehr beweisen. Dagegen gilt die Beziehung (38, 2) auch während des Stoßes, 
da man Flächen der Art 5 auch für =, konstruieren kann. 


Wirken die Teilchen aus endlichen Entfernungen aufeinander, so wird 
dann im ganzen umgebenden Raum das entsprechende Kraftfeld existieren 
und darin einen von Null verschiedenen 4-dimensionalen Spannungstensor 
haben. Wir können also in diesem Fall nur im makroskopischen Sinne von 
den die Teilchen darstellenden 4-dimensionalen Röhren sprechen, d. h., wenn 
wir den materiellen Teil von 7ı, vom Feldanteil getrennt betrachten. Die 
Röhren werden jetzt nicht mehr geradlinig verlaufen, da die Kraftwirkungen 
dauernd von Null verschieden sind. Die Erhaltungssätze von Impuls und 
Energie wird man jetzt nur für die Gesamtheit der vorhandenen Teilchen 
anwenden können, unter Berücksichtigung des ganzen Raumbereiches, in 
welchem die entsprechenden Kraftwirkungen von Null verschieden sind. 


$ 39. Der 4-dimensionale Momententensor 


Um zu den Transformationseigenschaften des Drehimpulses zu gelangen, 
müssen wir die Formulierung des $ 34 vierdimensional erweitern. Statt 
des Punktes &; des 3-dimensionalen Raumes werden wir also einen Punkt &ı 
des Mmxkowskıschen Raumes (= 0,1,2,3) zugrunde legen. Den Punkt & 
darf man wieder beliebig wählen, dann aber wird man ihn festhalten müssen, 
so daß sich die Werte & mit der Zeit nicht ändern. Die Verschiebung, die 
vom Momentenzentrum & zu dem Aufpunkt x, des Mmxkowsxıschen Raumes 
führt, ist der Vierervektor mit den Komponenten 


h=m-—£&. (39, 1) 
Wir bilden nun den Tensor dritter Stufe 
Fu» = „Te — lu 113; (39, 2) 


welcher in den zwei ersten Indizes antisymmetrisch ist: 


Fi =— Fu: (39, 3) 
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Die Komponenten von F;,, sind Funktionen von %e, d.h. F},, ist ein Tensor- 
feld der Stufe 3. Nach den Ausführungen von $ 19 wird also durch die Aus- 


drücke > Zi en * ein Tensor der Stufe 2 definiert. Beachten wir die 


Grundgleichung (31,1) des Kontinuums, so folgt aus (39, 2) 


OF olı oly 
en Bee ER Tr: 39, 4 
0%, a >23 O2,” en 
Andererseits findet man aus (39, 1), da &, konstante Zahlen sind: 
ol Os Ol, 
ar Pak aa 


Führt man diese Werte in (39, 4) ein, so wird 
Fu 
> pe 
v 


OFauv == 
0 


Also wegen (29, 6) 


0. (39, 5) 
Diese der Beziehung (31,1) analoge Gleichung stellt die 4-dimensionale Ver- 
allgemeinerung des Drehimpulssatzes in differentieller Form dar. 


Um zu der Integralform dieses Satzes zu gelangen, müssen wir zunächst 
die Beziehung (39, 5) auf die Form (21,11) zurückführen. Es genügt, dafür 
ein beliebiges homogenes Feld zweiter Stufe A,, hinzuzunehmen, dessen 
Komponenten also beliebige konstante Zahlen sind: 

OA _g, (39, 6) 
0% 
Multiplikation von (39, 5) mit A,,„ und Summation über A, » ergibt 
ori uv__ 
Ar I 0. 


Auv 


Oder wegen (39, 6) 
> (Au Ru)=0. (39, 7) 
v = au 


Diese Beziehung ist von der Form (21, 11) mit 


en 
Ss = YAruFıam: 
Ap 
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Es folgt daher aus (36, 4) 
d 
Au 
Oder, wenn man die Konstanz von As, berücksichtigt, 


d 
Au u 


Ähnlich gilt nach (36, 6) im Koordinatensystem x, die Beziehung 


r4 d , ,’ 
ZAiu gr | FinsdV 0. 


Ferner folgt aus (36, 12) 


Zaf FıuadV = DAr„[FinadV'. (39, 9) 
Au Au 
Wir setzen 

= F,dV= 1, (39, 10) 


und ähnlich irn Koordinatensysten: x;: 
1 , 4 , 
[Fi V’= Ija» 


Die Beziehung (39, 8) nimmt dann die Form an: 


dlau 
2A 2 Fasz 1) . 


Bedenkt man nun, daß diese Beziehung für beliebige Werte von Aa, gelten 
muß, so folgt | 

Alaı 

di 


—=(, 
oder 
I, >= const. (39, 11) 
Ähnlich wird im Koordinatenystem x, 
Jia > const. 
Die Beziehung (39, 9) wird zu 
m r£ 
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Berücksichtigt man, daß A,,„ ein Tensor ist und daher der Transformations-. 
formel (18, 6) genügt, 


Azu = I are Guo Avo; 
00 


so folgt aus (39, 12) mit Hilfe einer Rechnung, welche der zu (37, 9) führen- 
den völlig analog ist, die Beziehung 


Ina = I @oı Gau Ioc (39, 13) 
PY; 
bzw. die reziproke Formel 
Izu = I Qie Ouo leo. (39, 14) 
00 


Die durch (39, 10) definierten Größen Ix„ sind also die Kompanenten eines 
Tensors der Stufe 2. 


Aus (39, 3) und (39, 10) folgt 
Ie-lLi: (39, 15) 


Der Tensor /;, ist also antisymmetrisch und hat daher sechs unabhängige 
Komponenten: 
0 Iıe Is Iu 
I,=| Zi: In Tal, (39, 16) 
Is —Ig 0 Izı 
I ag I 0 


Um die physikalische Bedeutung der Komponenten J;, zu erkennen, schreiben 
wir zunächst den aus (39, 10) und (39, 2) folgenden Ausdruck für I, hin: 


1%. Ei. 
I =, [Fin d’= 3 ja, T„-hT0d=| (8 — lg)dV. (39, 17a) 


Nach (34, 3) ist also I), mit der 2-Komponente des Gesamtdrehimpulses 
identisch: 

Io = I, . (39, 17) 
Ähnlich findet man 


Ing = Iz N Izı = I, .. (39, 18) 


Die Komponenten Iı,,; bei denen beide Indizes A, u #4 sind, stimmen also 
mit den Komponenten des gewöhnlichen .. (3-dimensionalen) Drehimpulses 
überein, so daß der entsprechende Teil der Tensorgleichung (39, 11) dem 
Drehinpulssatz äquivalent ist. 
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Es bleibt noch die Deutung der Komponenten J4(i=1,2,3). Nach 
(39, 10) und (39, 2) ist 


l 1/f 
u [Fin dr-— fur urar. (39, 19) 


Beachtet man (39, 1) und (30, 5a), so ergibt sich für den ersten Term der 
rechten Seite 


17 ıf 
— |TaaV = —|@- &)WaV. 


1 
Dieser Term ist also bis auf den Faktor E mit dem linearen Moment der. 


Energieverteilung identisch. Der letzte Ausdruck läßt sich mit Hilfe der 
Definitionsgleichung (35, 2) des Schwerpunktes weiter vereinfachen. Be- 
achtet man noch, daß £&; konstant ist, so wird 


[EkWwaV=&/[WaAV=&E 


und 
1 E 
z ; Tu =  &- &). (39, 20) 


Beim zweiten Term der rechten Seite von (39, 19), der sich aus der 4-dimen- 
sionalen Formulierung zwangsläufig ergibt, ist der Faktor 


Kensm ct, 


eine Konstante und kann aus dem Integral herausgenommen werden. Es 
wird also nach (33, 11) 


l/. 
Führt man (39, 20) und (39, 21) in (39, 19) ein, so folgt 
E E 
la= K — 5)— (ct— &,) Pi. (39, 22) 


Bedenkt man noch, daß nach (33, 13), (33, 14) und (39, 11) die Größen #;, 
E und I; konstant sind, so folgt aus (39, 22), daß X; eine lineare Funktion 
von tist. Die Gleichungen (39, 22) drücken also den Schwerpunktssatz aus. 
Danach ist in der Tensorgleichung (39, 11) sowohl der Drehimpuls- wie auch 
der Schwerpunktssatz enthalten. Den Beziehungen (39, 17a) und (39, 19) 
entsprechend werden wir den Tensor /;, als den 4-dimensionalen Momenten- 
tensor bezeichnen. 
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Die Gleichung (39, 22) stellt das Integral von (35, 4) dar. Differenziert 

man nämlich (39, 22) nach ?, so folgt 
E dk; 
0 weg d F u pi ’ 

d.h. Gleichung (35,4). Nach (35,4) bzw. (39, 22) ist die Bahn des Schwer- 
punktes eine Gerade des 3-dimensionälen Raumes, die dem 3-dimensionalen 
Impuls 5; (#=1,2,3) parallel ist. Gleichung (39, 22) kann man in eine 
mehr symmetrische Form bringen, wenn man an diejenige Weltlinie denkt, 
welche die Bewegung des Schwerpunktes im Minkowskischen Raum darstellt. 
Beachtet man nämlich, daß die durch (35, 2) definierten Werte X; (=1,2,3) 
die Koordinaten des Schwerpunktes zum Zeitpunkt # sind, 


KexXh),; 


so folgt unmittelbar, daß man als entsprechende vierte Koordinate des Schwer- 
punktes 


'X,=ci (39, 23 a) 
setzen muß. Berücksichtigt man noch, daß E = ch, ist, so wird (39, 22) zu 
= (5) - (Ki: (29, 23) 


Diese Gleichungen bestimmen die Weltlinie, welche die Bewegung des Schwer- 
punktes im 4-dimensionalen Raum beschreibt. Wir. werden diese Weltlinie 
der Kürze halber als die Schwerpunktslinie bezeichnen. Differenzieren wir 
‚Gleichung (39, 23) nach.der Eigenzeit der Schwerpunktslinie, so folgt wegen 
der Konstanz von 54, Pr und & 


dx; 2. ne 
ra we 


Diese Beziehung zeigt, daß die Schwerpunktslinie dem 4-dimen sionalen 
Impulsvektor pı parallel ist. 


Hätten wir als Momentenzentrum statt des Punktes &, einen anderen 
Punkt nı gewählt, so würden sich in diesem Fall andere Werte von I, er- 
geben. In Wirklichkeit sind also die Komponenten /,„ des Momententensors 
Funktionen der Koordinaten des zugrunde gelegten Momentenzentrun:s. 
Und zwar sind die Jı, nach (39, 10) und (39, 2) lineare Funktionen dieser 
Koordinaten. Wir wollen noch eine Beziehung zwischen /;,(&.) und Zı,(re) 
ableiten. Diese folgt unmittelbar aus (39, 10) und (39, 2), wenn man m—& 
so schreibt: 


Ä a = (a) (Ma — Sa). 
Dann ergibt (39,10): 


Iru(&e) —_ True) + To Be E)Tas z2 (Nu ja: E)Tır) dV: 
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Und weil nı— &ı bei der Integration konstant bleibt, gilt: 
Jan(&e) = Tau) + (ma — Er) du — Mu— Eu) Pa. (39,.25) 


Aus dieser allgemeinen Formel folgt ein interessantes Ergebnis. Ist nämlich 
der Vektor 72 — &, dem 4-dimensionalen Impulsvektor ?ı parallel, so heben 
sich die zwei letzten Terme in, (39, 25) auf und es bleibt 


Tan (&.) = Tau (ne) - 
Der Momententensor hat also denselben Wert, wenn man als Momenten- 
zentrum irgendeinen Punkt einer zu , parallelen Weltlinie nimmt. 
Wählen wir als Momentenzentrum &; einen Punkt der Schwerpunktslinie, 
z.B. denjenigen, der dem Zeitpunkt z, entspricht, 
= Arltı) A=1,2, 3,4), 


so sieht man sofort aus (39, 23), daß alle drei Komponenten I;4 zum Zeit- 
punkt i=1, verschwinden. Da sie unabhängig von der Zeit sind, müssen, 
sie ständig verschwinden: 


Ia=0 =1,2,3). (39, 26) 


Man kann sich leicht überzeugen, daß auch das Umgekehrte gilt, d.h. daß 
die Beziehung (39, 26) nur dann erfüllt wird, wenn das Momentenzentrum 
auf der Schwerpunktslinie liegt. Setzen wir nämlich 


=ch (39, 27) 


und betrachten wir Gleichung (39, 23) für den Zeitpunkt t=t,, so wird 
wegen (39, 23a) der letzte Term verschwinden, und es bleibt 


Lı=[X:iltı) — &]2e- 


Daraus folgt — da c$,=E>0 sein muß —, daß die Beziehungen (39, 26) 
nur dann gelten werden, wenn 


= X;ltı). (39, 28) 


Die Beziehungen (89, 27) und (39, 28) bedeuten aber, daß das Momenten- 
zentrum &, mit dem zu Z=, entsprechenden Punkt der Schwerpunktslinie 
übereinstimmt. Aus diesen Bemerkungen ergibt sich eine neue, besonders 
nützliche Definition der Schwerpunktslinie: Diese ist der Ort der Punkte &;, 
die, als Momentenzentra genommen, zu verschwindenden Werten von J;4 
führen. 


.r 
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Wir betrachten ein allgemeines mechanisches Kontinuum in demjenigen 
Koordinatensystem, in welchem sein Gesamtimpuls verschwindet: 


fir 0 (=1,2,3). 
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Nach (65,4) hat dann der Schwerpunkt die Geschwindigkeit Null, 


Der: Schwerpunkt wird: also ein fester Punkt des 3-dimensionalen Raumes, 
d.h. in der 4-dimensionalen Beschreibung wird die Schwerpunktslinie eine 
zur Zeitachse parallele Gerade sein. Wir werden dieses Koordinatensystem 
das Ruhsystem des Kontinuums als Ganzes nennen und es mit x, bezeichnen. 
In x, hat also der 4-dimensionale Impulsvektor 5% des Kontinuums die Form 


si= (0, 0,0, a). (40, 1) 


Wir wollen aber nicht annehmen, daß auch die einzelnen Teile des Konti- 
nuums in %, Tuhen, sondern werden einen beliebigen inneren Bewegungs- 
zustand zulassen. Dieser inneren Bewegung zufolge wird der Gesamtdreh- 
impuls des Kontinuums im allgemeinen von Null verschieden sein. Die Werte 
der Drehimpulskomponenten sind in diesem Fall von der Wahl des Mo- 
mentenzentrums unabhängig. Dies folgt unmittelbar aus der Beziehung 
(39, 25). Nach (39,17) und (39,18) sind nämlich die Komponenten des 
Gesamtdrehimpulses %* gleich den Komponenten 733, I3ı, Jia des Momenten- 
tensors /},. Beachtet man aber, daß nach (40, 1) #=0 für i=1,2,3 ist, 
so ergibt sich aus (39, 25): 


Iir(&) = Ir (ne) für t,k=1,2, 3. 


Wir dürfen also das Momentenzentrum: so wählen, daß wir dadurch den 
Momententensor I}, nach Möglichkeit vereinfachen, ohne daß sich dabei " 
irgendwie ändert. Nach den Ausführungen am Ende des $ 39 wird man 
am zweckmäßigsten als Momentenzentrum einen Punkt der Schwerpunkts- 
linie wählen: 


=X]. (£0, 2) 


Dann vereinfacht sich der Momententensor zu 


0. E-n 0 
—J; 0 Ir 0 
Tu = e ; 40,3 
An n —-L R (40, 3) 
0 0) 0 0 


Wir gehen nun zu einem neuen ‚Koordinatensystem %„ durch die LoRENTz- 
Transformation 


ati , _. BR satßsi | 
4= Fer: =, Mm, ee ou (40, 4) 


Papsapetrou, Relativitätstheorie 11 


158 V. Die Erhaltungssätze 


über. Im Koordinatensystem x, wird das betrachtete Kontinuum neue 
Komponenten 5a des Impulsvektors haben, die sich aus (40,1) mit Hilfe 
der Transformationsformel (18, 5) berechnen lassen. Man findet 


Ev ER Er _\ = 
— ‚0,090, —|. (40, 5) 
az u N-R® Eee] 

Der Vergleich der drei ersten Gleichungen (£0, 5) mit (35, 4) zeigt, daß der 
Schwerpunkt des Kontinuums sich in x, mit der Geschwindigkeit v parallel 
zur x)-Achse bewegt, wie es auch zu erwarten wart). Die neuen Komponenten 
des Momententensors lassen sich mit Hilfe der Transformationsformel (39, 14) 
berechnen. Die Rechnung verläuft wie in $ 22 für den elektromagnetischen 
Tensor Fı, und ergibt die zu (22, 5) analogen Ergebnisse 

r 1 * . * 
Ig = 13; Iı= (31 — iß I30); 


1 
Ip r 
7 Tin ißi), Inne = 7 (Do +iß Ih): 


Beachtet man noch, daß nach (40,3) I£o=0 ist und geht dann zu den reellen 


(Ije+:ß 120); 


To=lio Iao-= 
1 R 
Komponenten Ik, = = Io zurück, so folgt 


. (40, 6) 


" 1 A 1 
Ig= 12; TS en | 


Iı=0, um hin I = a! 


Das Bemerkenswerte an dem Ergebnis (40, 6) ist, daß die neuen Kompo- 
nenten /;4 nicht mehr alle verschwinden, wenn der Drehimpuls $* des Konti- 
nuums von Null verschieden ist. Nach der am Ende des $ 39 gegebenen 
Definition der Schwerpunktslinie bedeutet dieses Ergebnis, daß das Mo- 
mentenzentrum, welches wir in x, auf der Schwerpunktslinie des Kontinuums 
genommen hatten, in x, nicht auf der Schwerpunktslinie liegt. Im Gegen- 
satz zu dem Verhalten in der Newronschen Mechanik wird also hier die 
Schwerpunktslinie im allgemeinen vom Koordinatensystem abhängen. Nur 
‚im Falle 5°=0 wird nach (£0, 6) auch I;4=0 und daher ein und dieselbe 
Weltlinie die Schwerpunktslinie des Kontinuums in allen Koordinaten- 
systemen sein. Im Falle $5*7£0 dagegen wird das Kontinuum in ver- 
schiedenen Koordinatensystemen verschiedene Schwerpunktslinien haben. 
Alle diese Schwerpunktslinien sind zueinander parallel — da sie alle dem 
Impulsvektor #ı parallel sind — aber gegeneinander verschoben. 


!) In (40, 4) haben die zu proportionalen Terme ‚umgekehrtes Vorzeichen als in 
(4, 12). Das Koordinatensystem x, bewegt sich also in bezug auf %,.mit der Ge- 
schwindigkeit v = (v, 0, 0). 


\ 
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Wir wollen diese Verschiebung für den Übergang vom Koordinatensystem 
Xu ZU %, ausrechnen. Wir gehen also von dem schon verwendeten Momenten- 
zentrum &. — welches so gewählt wurde, daß in u, &=X(i=1,2,3) 
war — zu einem neuen 7. über und verlangen, daß n. auf der neuen Schwer- 
punktslinie liegt. Die Bedingung dafür ist nach (39, 26) 


| Tat) = 0. (4, 7) 
Setzen wir 
N— de =Öfe, 
so folgt aus der allgemeinen Formel (39, 25): 
Tia(ne) = Tia(Se) — Pad + Biökz. (40, 8) 


Da wir nur diese drei Gleichungen für die Bestimmung der vier ö&, haben, 
dürfen wir eine der Komponenten ö£, frei wählen. Setzen wir 


6&,=0,; 


so folgt aus (40, 8) und (40, 7), unter Beachtung der durch (40, 6) gegebenen 
Werte von I;y(&o) ,. 


0=— Pıö8,; 
ER NN 
ER SR 


Daher ist 


1 1 
a. gs gez 2, 


da Y1—P? da Y1—P? 


E 
dıyl- PP= er 
ist, so wird 
U * ® * 
5, = 0, I 99=-—D (40, 9) 
Oder in 3-dimensionaler Vektorform, 
1 
ö6t=—- [0%], (40, 10) 
Ev 


wobei ör den Vektor mit den Komponenten ö&; und v die Geschwindigkeit 
des Schwerpunktes im neuen Koordinatensystem bedeutet. Aus der Be- 


11* 
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ziehung (40, 10) geht wieder hervor, daß mit 3°=0 auch ör=0 ist, d.h., 
daß in diesem Fall das Kontinuum eine eindeutig bestimmte Schwerpunkts- 
linie hat. 

Wir werden die Formel (20, 10) an einem 
besonders einfachen Beispiel durch unmittel- 
bare Rechnung verifizieren. Wir betrachten ein 
mechanisches System, das aus zwei gleichen 
kräftefrei bewegten Teilchen besteht. Im Koor- 
dinatensystem x, sei die Bewegung der beiden 


Fir.1s Teilchen durch folgende Gleichungen bestimmt 
S (Fig. 15), 
Teilchen 1: x'=gf*, '=—4, '=(0; 
= ER j \ o,ın 
is 2: 2"=—gl, y'=a, z’=0. j 


Der 4-dimensionale Impulsvektor des Systems wird der Summe der Impuls- 
vektoren der zwei Teilchen gleich, 


Ben" +®, (40, 12) 
wobei 
"= (mg, 0,0,md), Bi”=(-mg, 0,0, me). (40,13) 
Die Gesamtenergie E, in %, wird also 
E,=2 mer (20, 14) 
Der Gesamtdrehimpuls hat die Komponenten 
B=1=0, I=2amg. (40,15) 


Da die Energien der zwei Teilchen einander gleich sind, wird der Schwer- 
punkt in der Mitte der jeweiligen Verbindun gslinie der zwei Teilchen liegen 
und stimmt daher mit dem Punkt x’= y*= z'= 0 überein. 


Wir gehen nun zu dem neuen durch (40,4) bestimmten Koordinaten- 
system x, über. Aus (40,13) und der Transformationsformel (18, 5) des 
Vektors ergeben sich für die-neuen Impulskomponenten der zwei Teilchen 


die Werte 
a) __ [mg + mv 0.0 me + Bmg| 
Bir ri 
Det 0, Mer) 
ri 1_ 2 = ß 2 ’ 9 9 1 82 = B2 
Die Energien der zwei Teilchen werden also im Koordinatensystem x, von- 


einander verschieden sein. Da die Entfernungen der Teilchen von der x-Achse 
wegen y'*=y unverändert bleiben, wird der Schwerpunkt nicht mehr auf der 


(40, 16) 
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%-Achse liegen, d.h., es wird eine von Null verschiedene Verschiebung Öf, 
geben. Für ö£&, findet man aus den durch (20, 16) gegebenen Energiewerten 
die Beziehung | 

(+ Pd) (a+ös)=(c—Pg)(a— öß,). 
Daraus folgt 


= -—.. (40, 17). 


Die Verschiebung ö£&, wird offenbar gleich Null. Von einer Verschiebung ö8 
darf man ohne weiteres absehen, da sich der Schwerpunkt in x„ parallel 
der x/-Achse bewegt. Es wird also insgesamt 


s:=|0, el, 0). 


c2 
Dasselbe Ergebnis folgt aber auch aus (£0, 10), wenn man nur beachtet, 
daß der Schwerpunkt sich in x, mit der Geschwindigkeit v = (v, 0, 0) bewegt. 


Wir werden noch ein drittes Koordinatensystem x, betrachten, welches 
aus x, durch eine zur x9- Achse parallele Translation hervorgeht. Die Formeln 
dieser Lorentz-Transformation werden also aus (40, 4) durch Vertauschung 
der Rollen der x)- und x%,-Achsen gewonnen: 


x+ßxi ; R ‚ xı+ßx3 
me, Me, Ber, Ma. 
yı—ß yı—ß2 


Für die Impulsvektoren der zwei Teilchen ergeben sich jetzt die Komponenten 


(40, 18) 


p® = mg, MU 0, mc 

| 5 Del (40, 19) 
o_l_ MV me | 
Pr | mg, 1 — B2 3 0, | 


Die Gleichungen, welche die Bewegung der Teilchen in x; beschreiben, lassen 
sich aus (40, 11) mit Hilfe der zu (40, 18) reziproken Transformation, 


0 a _ M-ßfi .._, ._%- Pr 
1 =%, = N-® 93=%, = N-® 
ableiten. Das Ergebnis lautet: 

E 1. , av ' ’ ’ ' 
Teilchen 1: REN y=-ayl-P+v, 2 =(; 
(40, 20) 
» 2: = _ —qy1—P°t', y=ayl—-ß?+ vr’, v=0.| 


& 
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Im Koordinatensystem x; bewegt sich der Schwerpunkt parallel zur y’- Achse. 
Wir dürfen also von einer zu dieser Achse parallelen Verschiebung des Schwer- 
punktes absehen und ö&3=0 setzen. Ferner sieht man aus (40, 20), daß 
sich beide Teilchen in der Ebene 2’= 0 bewegen, so daß auch hier ö&3 = 0 
wird. Wir haben also im vorliegenden Fall nur die Komponente ö£&1 der 
Verschiebung zu berechnen. 


Die Komponente ö&j wird jetzt, im Gegensatz zum vorigen Fall, nicht 
mehr aus einer Änderung des Verhältnisses der Energien der zwei Teilchen 
folgen, da diese Energien nach (40, 19) einander gleich bleiben. Sie. ergibt 
sich aber aus der Tatsache, daß nach. (40, 20) die einem gegebenen Zeit- 
punkt #’ entsprechenden Werte der x’-Koordinate der zwei Teilchen nicht 
mehr entgegengesetzt gleich sind. Der Mittelpunkt dieser x’- Koordinaten 
wird offensichtlich gleich der Koordinate X] des Schwerpunktes in x, und 
daher gleich ö&; sein. Es gilt also 
agqy 
ca 


ödı = 


(40, 21) 


Diese Betrachtungen zeigen, daß im vorliegenden Fall die Schwerpunkts- 
verschiebung dadurch zustande kommt, daß die einem gegebenen Wert von !* 
entsprechenden, also im Koordinatensystem x,, gleichzeitigen Lagen der zwei 
Teilchen, verschiedenen Werten von i’ entsprechen, d.h. in x, nicht gleich- 
zeitig sind. Für die Bestimmung der Lage des Schwerpunktes in %, muß man 
aber die Integration in (35,2) für #’=const durchführen, also im vorliegenden 
Fall die Lage der Teilchen für einen und denselben Wert von ?’ nehmen. 
Die Gesamtverschiebung des Schwerpunktes hat danach den Wert 


2,0, 0). 


ör'= |- 


Man bestätigt sofort, daß derselbe Wert der Verschiebung auch aus der all- 
gemeinen Formel (40, 10) folgt. Man muß nur beachten, daß in x, die Ge- 
schwindigkeit des Schwerpunktes den Wert v—= (0, v, 0) hat. 
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In diesem letzten Abschnitt werden wir die Bewegungsgleichungen des 
allgemeinen, kräftefrei bewegten Teilchens ableiten. Der Tensor T;,, welcher 
die innere Beschaffenheit des Teilchens beschreibt, erfüllt die Grundgleichung 
(31,1) des Kontinuums; 

OT;e A 
BP 0. (41 , 1) 
, 
Nach den Ausführungen von $ 38 wird 7, nur innerhalb einer engen Röhre 
des Mınkowskiıschen Raumes von Null verschieden sein. Wir wollen noch 
annehmen, daß das Teilchen durch einen Grenzübergang zu einem Punkt- 
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‚teilchen wird, oder mit anderen Worten, daß die diesem Teilchen entsprechende 

4-dimensionale Röhre unendlich eng ist. Von irgendwelchen speziellen. An- 
nahmen über die innere Beschaffenheit des Teilchens, wie z. B. der in $ 38 
eingeführten Annahme einer positiv-definiten Energiedichte W, wollen wir 
aber hier absehen, um bei der Diskussion des allgemeinsten Punktteilchens 
zu bleiben. ‘ 


In $ 37 und 39 haben wir aus der Gleichung (41, 1) die Erhaltungssätze 
(37,7) und (39, 11) abgeleitet: 
1 


Di a Tj4 V= const, (41, 2) 


1 p 
I,= er (2 — &)Taa — (24 — 8,)Tra]@V = const. (41,3) 


Dabei ist 5, ein 4-dimensionaler Vektor und /ı, ein antisymmetrischer Tensor. 
Die Bewegungsgleichungen des allgemeinen Punktteilchens sind schon in diesen 
Folgerungen der Grundgleichung (21,1) des Kontinuums ent- 
halten. Um sie aber in expliziter Form anzugeben, müssen wir 
zunächst die Beziehung (41,3) in eine andere Form bringen. 


Im Innern der 4-diniensionalen Röhre, welche die Bewegung 
des Teilchens darstellt, zeichnen wir eine zeitartige Weltlinie £ 
aus (Fig. 16). Die Willkür in der Wahl dieser Weltlinie ist 
unwesentlich, da wir in der Grenze zu einer. unendlich engen 
Röhre übergehen. Wir wollen diese Weltlinie der Kürze halber 2 
die Achse der 4-dimensionalen Röhre nennen und die Koor- 
dinaten ihrer Punkte mit %ı bezeichnen. Wir schreiben nun 
%— &ı in der Form 


ns =(m-%)+(— 8). (41, 4) 


Dabei soll x, der Schnittpunkt der Röhrenachse mit derjenigen 
Hyperebene == const sein, auf welcher die Integration in 
(41,3) durchzuführen ist. Führen wir (41,4) in (41,3) ein, Fig. 16 
so .ergibt sich | 


1 ae = 
Tau -— [- X) Iuı— (Ku —_— %„)T;,] dV 


.- f (A-E)Tıs- (u &)Tar]av. (41,8) 


LITTTITTITIIIIT 
NUTETRTOTITO 


Wir setzen 


Sy -— [Im ET —# Ts] dV. (41, 6) 


Sr, ist der Momententensor in bezug auf ein im Innern des Teilchens liegendes 
Momentenzentrum. Dementsprechend werden wir Sı, als den inneren Mo- 
mententensor oder einfach als den Spintensor des Teilchens bezeichnen. 
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Im zweiten Term von (£1, 5) sind die Faktoren x, — &ı und %,— &, kon- 
staent und dürfen daher aus dem Integral herausgenommen werden. Das 
Endergebnis lautet 


Ins Sutl&ä— 5) da — Ku Eu) Pa. (41, 7) 


Die rechte Seite dieser Beziehung entspricht der in der Newronschen Mechanik 
üblichen Aufspaltung des Gesamtdrehimpulses eines rotierenden Körpers 
in den inneren und den Bahndrehimpuls. Nur die Summe dieser Terme 
ist nach (41,3) konstant. Die Terme selbst werden sich im allgemeinen 
mit der Zeit ändern. 


Im folgenden werden wir die in (41, 2) und (4I, 6) auftretende Integration 
über das Innere des Teilchens nicht weiter berücksichtigen, sondern sowohl S;„ 
als auch 9, als die lediglich von der Zeit abhängigen Bestimmungsgrößen 
des Teilchens betrachten. Ferner werden wir von der Ausdehnung des Teil- 
chens absehen und uns seinen Ort zur Zeit i als durch die Angabe des Punktes 
%ı bestimmt denken. Da wir das Symbol x, nicht mehr für andere Zwecke. 
verwenden werden, wollen wir einfachheitshalber x, statt *, schreiben. 
Die Bewegung des Teilchens wird also durch Gleichungen der Form 


a=x(t) 


beschrieben. Statt # dürfen wir als Parameter die durch die Beziehung (68, 8), 
dii=-- SH: (dx)? 
icY<% : 


definierte Eigenzeit:r des Teilchens verwenden. Differenzieren wir (41,7) 
nach der Eigenzeit, so folgt wegen (£I, 2), (41, 3) und der Zeitunsabhängig- 
keit von &: 

— f 


+ - hr=0. (41, 8) 


Dabei bedeutet «#ı die durch (10, 4) definierte 4-dimensionale Geschwindig- 
keit des Teilchens, 
| .. _ Am 
m=T,- 
Mit Hilfe der Beziehung (41, 8) können wir die allgemeine Form von #4 
bestimmen. Multipliizieren wir nämlich (21, 8) mit #,, so ergibt sich nach 
Summation über A, wenn wir die Identität (10, 7) berücksichtigen, 


>. a 
i 


Setzen wir also 


Nuabdı=—Me, (41, 9) 
F 
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so folgt 


= Mut Pr ar (41, 10) 


Die skalare Größe M wird im allgemeinen weder mit der Masse m noch mit 
der Ruhmasse m, des Teilchens identisch. Die Masse m sollte man durch 
die allgemeinen Beziehungen (14, 9) und (14, 10) definieren, 


mce=%4- 


Die Ruhmasse m, wird durch ‚4, 11) definiert. Setzt man also voraus, 


daß es ein Koordinatensystem x, gibt, in welchem der 3-dimensionale Impuls 
‚des Teilchens verschwindet, so wird in ihm 


ur 
’ 


= (0, 0,0, mc= =) R 
Beachtet man die aus der Vektoreigenschaft von Pa folgende Beziehung 


Ze = invariant = zo. 
so folgt 


3 
m; c?= (By)? = (d:)?. 


Diese Beziehung stimmt mit (14, 15) genau überein. m und m, werden wegen 
(41, 2) von der Zeit unabhängig. Dagegen braucht M nicht konstant zu sein, 
da %#; im allgemeinen von der Zeit abhängt. 


Differenzieren wir die Beziehung (47, 10) nach der Eigenzeit, so folgt wegen 
(41, 2): 
dd, __d | 1 dSıu 
de Mau, Aue . Ur Ir 1) (41,11) 


Gleichungen (41,11) und (41, 8) stellen die Bewegungsgleichungen des all- 
gemeinen Punktteilchens dar. Die Beziehung (£1, 11) ist die Verallgemeinerung 
der Bewegungsgleichung, welche für das gewöhnliche in Kapitel II unter- 
suchte Teilchen gilt. Dagegen stellt die Beziehung (41,8) eine neuartige 
Gleichung dar, die man als die Bewegungsgleichung des Spins bezeichnen 
kann. 

Man sieht nun sofort ein, daß der Fall des gewöhnlichen, im Kapitel II 
untersuchten Teilchens aus dem hier diskutierten allgemeinen, Fall mit Hilfe 
der Annahme 


S,=0 (41, 12) 
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hervorgeht. Dann wird nämlich die Spingleichung (2/7, 8) zu einer trivialen 
Identität, während (£/,11) sich auf 


d 
7, Mu) =( 


reduziert. Dies ist aber von der Form der Bewegungsgleichung (12, 2) und 
wird mit ihr identisch, wenn man M = m, setzt. Um die physikalische Be- 
deutung der Bedingung (£1, 12) zu erkennen, müssen wir auf die Definitions- 
gleichung (21,6) von S;, zurückgreifen. Danach ist cS;4 nichts anderes 
als das Dipolmoment der durch die Dichte W beschriebenen Energieverteilung. 
Die anderen drei Komponenten S;; (,®=1, 2,3) sind Kombinationen der 
Dipolmomente, welche den Impulsdichtekomponenten g; entsprechen. Das 
Verschwinden von Sı, bedeutet also, daß im Innern des Teilchens die Größen 
W und g; so verteilt sind, daß sie zu verschwindenden Dipolmomenten führen. 
Dementsprechend werden wir das durch (41,12) charakterisierte Teilchen 
als einfaches Polteilchen bezeichnen. \ 


Wir betrachten nun das allgemeine Teilchen mit S;„#0. Es wäre zu- 
nächst naheliegend, auch dieses Teilchen im Sinne der makroskopischen 
Physik als ein Teilchen mit positiv-definiter Energieverteilung, jedoch mit 
nichtverschwindendem inneren Drehimpuls, zu deuten. Bei näherer Be- 
trachtung erweist sich aber eine solche Deutung als unmöglich. Aus der 
positiv-definiten Energieverteilung folgt nämlich beim Übergang zum Punkt- 
teilchen die Beziehung 


Sı=0 G=1;,2;3): 


Dagegen verlangt der nichtverschwindende innere Drehimpuls, daß die 
Komponenten $;; #,%=1,2,3) von Null verschieden sind. Eine solche 
Form von S;, ist aber nicht in allen Koordinatensystemen möglich. Nehmen 
wir nämlich an, daß der Tensor Sı„ im Koordinatensystem x, diese Form 
hat, dann folgt unmittelbar aus der Transformationsformel von S;, — welche 
der Transformationsformel von /ı„ bzw. der elektromagnetischen Feld- 
stärke F}, ähnlich ist —, daß nach einer Lorentz-Transformation im all- 
gemeinen auch S’4 #0 wird. Man kann also das allgemeine Punktteilchen 
mit $„ #0 nicht im Sinne der makroskopischen Physik deuten. 


Dieses Teilchen besitzt aber eine Reihe von charakteristischen Eigen- 
schaften, die es für die Mikrophysik besonders interessant machen. Zunächst 
wird nach (41, 10) der Impulsvektor nicht mehr zum Geschwindigkeitsvektor 
proportional. Demzufolge braucht die Geschwindigkeit des kräftefreien Teil- 
chens nicht konstant zu sein. Nach dem Schwerpunktssatz ist aber die Ge- 
schwindigkeit des Schwerpunktes konstant. Daher wird der Schwerpunkt 
nicht notwendig innerhalb des Teilchens liegen, d.h. die Energieverteilung 
wird im allgemeinen nicht positiv-definit. Betrachten wir insbesondere das 
Ruhsystem x,, in welchem also % =0(f=1,2,3) ist, so wird sich in x, 
das Teilchen um seinen ruhenden Schwerpunkt bewegen (im einfachsten Fall 
auf einer Kreisbahn, deren Mittelpunkt mit dem Schwerpunkt des’ Teilchens 
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übereinstimmt). ‘Diese Bewegung dürfen wir als eine nichtmakroskopische 
ansehen. In einem beliebigen Koordinatensystem x, müssen wir also zwischen 
der makroskopischen Bewegung mit der Geschwindigkeit des Schwerpunktes 
und der mikroskopischen oder inneren Bewegung des Teilchens mit der Ge- 
schwindigkeit «,ı unterscheiden. Alle diese Eigenschaften, welche für das 
gewöhnliche Teilchen der makroskopischen Physik völlig unannehmbar sind, 
haben sich aber tatsächlich bei der Diskussion der Diracschen Theorie des 
Elektrons ergeben. Man sieht daraus, daß das einfache Polteilchen als klassi- 
sches Modell des Elektrons — und zweifellos auch der anderen Elementar- 
teilchen — ungeeignet ist. Für die richtige Beschreibung der Elementarteilchen 
wird man von dem in diesem Abschnitt diskutierten allgemeinen Punkt- 
teilchen mit Sı,>£ 0 ausgehen müssen. 
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